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Symbolverzeichnis

Im vorliegenden Arbeitsbericht werden (Un-)Gleichungen grundsitzlich fortlaufend
numeriert. Jeder Ziffer, die eine (Un-)Gleichung charakterisiert, wird dabei der
Buchstabe G vorangestellt. In den Anhingen enthaltene (Un-)Gleichungen werden
cbenfalls fortlaufend gekennzeichnet. Der vorangestellte Buchstabe benennt dann
den relevanten Anhang. So stellt bspw. A-1 eine Gleichung in Anhang A dar.

Im folgenden stufenbezogen indizierte Symbole beziehen sich auf Stufe s eines
Fertigungssystems mit S Stufen, s=1(1)S.

K(x,M)

K(m)

K(x)

LK s

LKR s

Gesamtbedarf im Planungszeitraum [ME]

stufenbezogener Lagerhaltungskostensatz pro Zeiteinheit [GE/
(ME-ZE)]

durch die stufenbezogene Transporthiufigkeit m; beeinfluBbarer
Teil der Gesamtkosten des Fertigungssystems [GE]

stufenbezogener Transportkostensatz [GE]
stufenbezogener Ristkostensatz [GE]

Gesamtkostenfunktion des Fertigungssystems in Abhéngigkeit der

FertigungslosgroBe bei Vorliegen einer identischen Transporthau-
figkeit [GE]

Gesamtkostenfunktion des Fertigungssystems in Abhangigkeit der

FertigungslosgroBe bei Vorliegen eines Vektors stufenbezogener
Transporthaufigkeiten [GE]

kontinuierliche Kostenfunktion fiir die Transporthaufigkeit [GE]
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1 Problemstellung

Vorrangig in der Sorten- und Serienfertigung besitzt die Fertigungslosgrofienpla-
hung eine besondere Bedeutung. Sie beinhaltet die Bestimmung der Mengeneinhei-
ten einer Produktart, welche ohne Unterbrechung durch andere Erzeugnisse in
einem konkreten Fertigungssystem hergestellt werden sollen. Dabei verursacht jeder
Loswechsel im Rahmen einer ein- bzw. mehrstufigen Produktion die Unterbrechung
des Fertigungsprozesses, weil die Einrichtung der Produktionseinheit(en) auf die
Anforderungen des neu aufzulegenden Loses notwendig ist.! Nach dem Aggrega-
tionsniveau kann sich die Planungsaufgabe auf eine Unternehmung, einen Unter-
nehmensverbund oder ein abgegrenztes Produktionssegment beziehen. Prinzipiell
wiire neben der angesprochenen Mengenplanung weiterhin die zeitliche Abfolge fiir
die Herstellung der sortenbezogenen Fertigungslose zu disponieren. Die Losung des
Lossequenzproblems erfordert die Ermittlung iberschneidungsfreier Belegungsplane
beziiglich der betrachteten Produktionsanlagen, wobei die termingerechte Befriedi-
gung aller Bedarfsanforderungen sicherzustellen ist.2 Vom Lossequenzproblem wird
in den folgenden Ausfithrungen jedoch abstrahiert.

Da die auf einer Anlage (Stufe) produzierten Erzeugniseinheiten zu der im Ferti-
gungsablauf folgenden Stufe oder zum Verkauf an den Absatzbereich weitergeleitet
werden missen, ist eine Entscheidung dariiber zu treffen, in welcher Art und Weise
dieser Vorgang zu realisieren ist. Der Begriff Transportlos3 kennzeichnet hierbei die
gleichzeitig zu der jeweiligen Folgestufe beférderten Produkteinheiten. Statische
LosgroBenmodelle beschrinken allerdings die logistischen Moglichkeiten zur Wei-
tergabe eines Fertigungsloses sehr haufig auf lediglich zwei Alternativen. Charakte-
ristisch fiir eine ,, geschlossene “ Fertigung ist, daB zwischen benachbarten Stufen
nur der Transport kompletter Fertigungslose erfolgt. Im Gegensatz dazu konnen im
Rahmen einer ,,offenen” Fertigung die einzelnen Erzeugniseinheiten sofort nach
ihrer Fertigstellung zur nachsten Stufe befordert werden.4

1 Vgl. z.B. Bloech et al.. Produktion, 1998, S. 243f.
2 Vgl. Adam, Produktions- Management, 1997, S. 488.

3 In der angelsachsischen Literatur werden die Bezeichnungen batch (Szendrovits/Drezner,
Multi-Stage Production, 1980), subbatch (Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975,
Szendrovits/Wesolowsky, Variations in Optimizing, 1979. Szendrovits/Truscott, Manu-
facturing Cycle Time, 1989) und sublor (Glass/Gupta/Potts, Lot Streaming, 1994) fur den
Begnff Transportlos verwendet.

4 Vereinfachend wird in der Modellformulierung fiir eine ,, offene “ Fertigung sogar eine nur

theoretisch mogliche Weitergabe infinitesimaler Produkteinheiten angenommen. Vgl. Boga-
schewsky, Planung, 1998, S. 289



2 I Problemstellung

Realistischerweise ist jedoch davon auszugehen, dafl in Fertigungssystemen neben
diesen beiden Transportvarianten die Verwirklichung einer Reihe weiterer Alternati-
ven moglich ist, um die Mengeneinheiten eines Fertigungsloses nachgelagerten Pro-
duktionsstufen bzw. dem Absatz zuzufiithren. Der Terminus ,, iberlappende * Ferti-
gung kennzeichnet dabei die explizite Beriicksichtigung der TransportlosgroBenpla-
nung im Kontext des zugrundeliegenden Planungsproblems.> Da im letztgenannten
Fall die Bestmmung der FertigungslosgrdBe durch die Ermittlung der Transportlos-
grofle zu erginzen ist, erfordern derartige Planungsansatze eine Erweiterung der tra-
ditionellen Losgréflenmodelle.

Die Grundlage der sich anschlieBenden Betrachtungen stellt ein statisch determinis-
tisches Einproduktartenlagerhaltungsmodell dar. Es bildet einen linearen Produk-
tionsprozef ab, dessen Struktur die Abbildung 1 grafisch veranschaulicht.

Xp.1 Xp2 XpS XnSe =Xy

| Stufe Stufe 2 | Stufe S | Absatz
! . l : y
Y Y |

| 71 L, | |zLs, AL

Abbildung 1: Schematische Darstellung des Fertigungsprozefityps®

Wird fiir die zu betrachtende Produktart im weiteren vorausgesetzt, daB sich die
Produktionsgeschwindigkeiten der benachbarten Stufenpaare unterscheiden (xs #
Xps+1 fiir s = 1(1)S)7, so entsteht zwischen den korrespondierenden Stellen jeweils
ein Lager (vgl. hierzu auch Abbildung 1). Ist die Produktionsgeschwindigkeit x;
ciner Fertigungsstufe s groBer als die ihrer Folgestufe s+1 (Xps> Xp 1), dann liegt
ein Staulager vor. Im umgekehrten Fall (x,s < X,s+1) tritt dagegen zwischen den ge-
koppelten Stufen ein Zerreifflager auf.

Die wesentlichen Priimissen des gewihlten Planungsansatzes sind nachstehend be-
schrieben. Zusitzliche Annahmen werden in den entsprechenden Abschnitten darge-
stellt.

3 Vgl. zur Thematik der iiberlappenden Fertigung z.B. Adam, Produktions-Management, 1997,
S. 621f.

6 ZL, bezeichnet das Zwischenlager zwischen Stufe s und s+1, wahrenddessen AL das Absatz-
lager benennt.

7 Die Schreibweise s=1(1)S entspricht der ganzzahligen Erhthung der Laufvaniable s von 1 bis
S. Gebrauchlich ist ebenfalls die Verwendung der Notation s=1. 2, .... S. Dabei reprisentiert
Xp,s+1 die Absatzgeschwindigkeit x, .




1 Problemstellung

Gegenstand der Analyse sind mehrstufige Problemstellungen.

Die Fertigungs- und Transportlosgrofen werden isohert nur fiir eine Produkt-
art geplant.

Alle Planungsparameter sind bekannt und konstant iiber die Zeit.
Die Linge der Planungsperiode betragt T.8

Es bestehen keine Kapazititsbeschrankungen.

Das Auftreten von Fehlmengen ist nicht erlaubt.

Auf allen Produktionsstufen ist eine einheitliche Fertigungslosgrobe zu produ-
zieren.?

Die Weitergabe von Transportlosen zur nichsten Fertigungsstufe kann bereits
vor der vollstandigen Herstellung eines Fertigungsloses auf der jeweiligen Stu-
fe erfolgen. Allerdings ist zu gewihrleisten, daB jedes Fertigungslos auf jeder
Produktionsstufe ohne Unterbrechung mit nur einem Riistvorgang erstellt wird.

Die TransportlosgroBen miissen dem Gesetz einer geometrischen Folge gehor-
chen.10

Fiir die Transporthiufigkeit(en) wird Ganzzahligkeit gefordert.

10

Die optimalen Ausprigungen der Entscheidungsvariablen statischer Lagerhaltungsmodelle
werden nicht durch die Lange des Planungszeitraumes beeinflubt. Falls zur Modellformulie-
rung ein konkreter Planungshorizont T Anwendung findet, wird unterstellt, daB er hinreichend
groB ist, um aussagefihige Ergebnisanalysen zu ermoglichen. Vgl. Adam, Produktionsdurch-
fithrungsplanung, 1990, S. 857.

Die Ermittlung stufenspezifischer LosgroBen stellt keine sinnvolle Planungsisung dar, da in
diesem Fall das Auftreten von Fehlmengen nicht mehr ausgeschlossen werden kann oder aber
vermeidbare Kosten zu verzeichnen sind. Siche hierzu auch Bogaschewsky, Planung, 1998,
S. 2951,

Grundsitzlich sind auch andere Bildungsgesetze zur Bestimmung der Transportlosgrofien
moglich. Bei unterschiedlich groB gewihlten Transportlosen, die nicht einer geometrischen
Reihe entsprechen, wire das im folgenden diskutierte Modell in veranderter Form zu formu-
lieren. Fiir die Planung identischer TransportlosgroBen zwischen den Stufen vgl. Szendrovits,
Manufacturing Cycle Time, 1975, S. 298ff., Szendrovits, Rejoinder, 1976, S. 334ff Szen-
drovits/Wesolowsky, Variations in Optimizing, 1979, S. 3291F., speziell S. 329-333, Szendro-
vits/Drezner, Multi-Stage Production, 1980, S. 623ff., Bogaschewsky, Planung, 1998,
S. 296ff, Bogaschewsky/Buscher, TransportlosgroBenplanung, 1999, S. 338ff. Boga-
schewsky/Buscher/Lindner, Simultanplanung, 1999, S. 5ff.



1 Problemstellung

Die Produkteinheiten sind (fiir die Bestimmung der optimalen Fertigungs- und
TransportlosgroBen) beliebig (infinitesimal) teilbar.

Die Produktionsgeschwindigkeiten der Stufen sind endlich.

Die Absatzgeschwindigkeit ist kleiner als alle relevanten Produktionsraten (X,
<X, fiir s=1(1)S).

Die Lagerdauer der Erzeugnisse ist nicht begrenzt.

Die Transport- und Riistzeiten sind vernachléssigbar.

Dem Modell liegt eine kurzfristig orientierte Sichtweise zugrunde. Die Planungsent-
scheidung wird daher nur von solchen Kostenarten beeinfluBt, deren Hohe mit der
gewihlten Fertigungslosgrofie, den Transportlosgrofien sowie der zeitlichen Vertei-
lung der Loserstellung variiert. Im Hinblick auf die entscheidungsrelevanten Ko-
sten sind fixe und variable Bestandteile zu unterscheiden. Letztere weisen eine di-
rekte Abhangigkeit von der Losgrofie auf, wibrend dies bei den fixen Kosten nicht
der Fall ist. Fiir die Modellformulierung relevante Kostenkategorien sind:

o Riistkosten

Diese Kostengrofie reprisentiert vereinfachend alle aus einem Erzeugnis-
wechsel im Produktionsbereich resultierenden Kosten fiir die notwendigen
Unmriist-, Vorbereitungs- und Anlaufprozesse. Als losfixe Kosten sind sie je
Fertigungslos anzusetzen.!!

e Transportkosten

Es wird im folgenden unterstelit, daf die Weitergabe eines Transportloses
zwischen den benachbarten Stufenpaaren entscheidungsrelevante Kosten in
Hohe eines fixen Transportkostensatzes verursacht, so daf sich die Kosten
der Transportvorginge pro Fertigungslos jeweils aus der Multiplikation der
entsprechenden Transporthéufigkeit mit dem genannten Kostensatz ergeben.
Der Transportkostensatz sei dabei unabhingig von der zu befordernden
Quantitit der betrachteten Produktart.12

11

12

Indem die Riistkosten bei jedem Produktionslauf einer Sorte als entscheidungsrelevant anzu-
sehen sind, wird somit davon ausgegangen. dab die Fertigungsstufen zwischenzeitlich fur die
Herstellung weiterer Produkte genutzt werden.

Hiermit wird eine bestimmte Form der Funktion der entscheidungsrelevanten Transportkosten
unterstellt. Alternativ sind bspw. auch sich stufenweise oder kontinuierlich mit der Transport-
menge dndernde Kosten denkbar.



1 Problemstellung 5

o Lagerhaltungskosten

Der angegebene Kostenbestandteil 1aBt sich pro Fertigungslos fiir ein Stu-
fenpaar bestimmen, indem der losbezogene Lagerbestand des zwischen den
betreffenden Stufen befindlichen Zwischenlagers mit dem korrespondieren-
den Lagerhaltungskostensatz monetir bewertet wird. Den groften Teil der
Lagerhaltungskosten stellen die Kapitalbindungskosten dar. Ergéanzend sind
Kosten fiir die Handhabung, Pflege und Versicherung der gelagerten Er-
zeugnisse zu beriicksichtigen, falls deren Hohe mit der FertigungslosgroBe
variiert. 13

Die Zielstellung besteht im vorliegenden Planungsproblem dann, die gesamten ent-
scheidungsrelevanten Kosten zu minimieren. Die Einbeziehung der logistischen Fra-
gestellung der Weitergabe von Transportlosen fithrt im gewahlten Ansatz allerdings
dazu, daB im Gegensatz zu den traditionellen Losgréfenmodellen neben der Ferti-
gungslosgréfe die Transporthiufigkeit(en) als weitere zu optimierende Grobe(n) des
Modells auftreten. In bezug auf die ein Fertigungslos konstituierenden Produktein-
heiten kann festgestellt werden, daB eine zunehmende Anzahl von Transporten zwi-
schen benachbarten Stellen itber die Verringerung des Bestandes im betreffenden
Lager eine Senkung der entsprechenden Lagerhaltungskosten hervorruft. Fiir das La-
ger zwischen zwei Stufen resultiert dieser Effekt aus dem Zeitpunkt der Weitergabe
des ersten Teilloses, mit dem annahmegemiB ein vorgezogener Produktionsstart fiir
die betrachtete Produktart auf der Folgestufe verbunden ist. Dabei ist zu beriicksich-
tigen, daB die im Vergleich zur , geschlossenen Fertigung erhohte Frequenz der
Produktweiterleitung eine transportkostensteigernde Wirkung besitzt. Anhand des
dargelegten Sachverhaltes wird deutlich, daB sich die Transport- und Lagerhaltungs-
kosten gegensitzlich entwickeln. Ein gleichfalls kontrérer Kostenverlauf ist auch
hinsichtlich der Riist- und Lagerhaltungskosten festzustellen. Vergleichsweise grofie
(Kleine) Fertigungslose erfordemn einerseits wenige (hdufige) Sortenwechsel und
fithren demzufolge zu geringen (hohen) Umiriistkosten im Planungszeitraum, aber
andererseits ergeben sich dadurch hohe (niedrige) Lagerhaltungskosten.

Die zu verzeichnenden wechselseitigen Beziehungen der einzelnen Kostenbestand-
teile bewirken, dah zur Losung des Modells auf einen Simultanplanungsansaiz zu-
riickzugreifen ist. Allerdings gestatten die formulierten Modellannahmen eine Re-

13 vgl. Bogaschewsky, LosgroBe, 1996, Sp. 1143f. Fiir die Ermittlung der Lagerhaltungskosten
ist es nicht maBgebend. daB sich die Produkteinheiten tatséchlich im Lager befinden. Sie kon-
nen auch auf dem Transport dorthin sein oder in einem der Fertigungsstufe angegliederten
Speicher liegen. Vgl. Bogaschewsky, Planung, 1998, S. 294.




6 1 Problemstellung

duktion des Planungsproblems auf die Ermittlung der optimalen Ausprigungen der
FertigungslosgroBe sowie der Transporthaufigkeit(en), da sich aufgrund der existie-
renden funktionalen Abhingigkeit zwischen der Fertigungslosgrofie, den Transport-
losgroBen und der/den Transporthéufigkeit(en) alle weiteren ModellgroBen aus den
erstgenannten Werten ableiten lassen.

Im nichsten Kapitel wird der entwickelte Ansatz zur simultanen Fertigungs- und
TransportlosgroBenplanung vorgestellt. Der erste Abschnitt befafit sich dabei neben
der Ermittlung der Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten mit grundlegenden
Aspekten der modellierten Problemstellung. Die beiden nachfolgenden Abschnitte
zeigen auf, wie optimale LosgréBenpolitiken unter Beriicksichtigung einer identi-
schen Transporthaufigkeit fiir alle Stufen bzw. stufenbezogenen Transporthaufigkei-
ten bestimmt werden konnen. Im letzten Abschnitt des zweiten Kapitels werden
dann die beiden Varationen des Planungsansatzes durch ein numerisches Beispiel
verdeutlicht. AbschlieBend erfolgt eine Beurteilung der Modelle im Hinblick auf die
abgebildete Planungssituation.

e e =




2 Planung der Fertigungslosgrife fiir mehrstufige Produktionssysteme
unter Beriicksichtigung unterschiedlicher Transportlosgrifien

2.1 Entwicklung und Diskussion der Grundelemente des Modellansatzes

Die in dem Modell angewendete Form der Gestaltung der stufenbezogenen Trans-
portlosgroBen g; geht auf einen Vorschlag von GOYAL!4 zuriick. Hierbei wird ein
Fertigungslos derart auf mehrere Transportlose aufgeteilt, daB sich diese ausgehend
vom ersten Los g entsprechend einer steigenden (Staulager) bzw. fallenden (Zer-
reiBlager) geometrischen Reihe entwickeln. Der Quotient dieser Folge wird — im
Stau- und ZerreiBlagerfall!> — durch die Stufenleistungsrelation x;, /x;, <1 abgebil-
det. Zur Planung der wirtschaftlichen Fertigungs- und Transportlosgrofien ist zu-
néchst eine zu optimierende Funktion der entscheidungsrelevanten Gesamtkosten
K(x,M) aufzustellen. Dabei kann konstatiert werden, dafB sich die genannten Kosten
additiv aus den entscheidungsrelevanten Kosten der S benachbarten Stufenpaare zu-
sammensetzen. Wie sich zeigen wird, sind die stufenbezogenen Kostenfunktionen
strukturell identisch. Aufgrund dieses Sachverhaltes ist es vorerst ausreichend, zwei
aufeinanderfolgende Stufen zu betrachten. Hierbei wiederum konzentrieren sich die
anschlieBenden Ausfithrungen auf die Bestimmung der stufenbezogenen Lagerhal-
tungskosten LKy ¢ fiir ein Fertigungslos. Die Basis zur Ermittlung des Kostenbe-
standteiles LKy ¢ bildet die zeiigewichtete Lagerhaltung TPIC (Time [weighted]
Process Inventory). Die GroBe TPIC ergibt sich aus der gesamten Fliche unter dem
Lagerbestandsverlauf eines Fertigungsloses.1® Zur Veranschaulichung der Berech-
nung der zeitgewichteten Lagerhaltung soll die Abbildung 2 dienen.

Die Abbildung 2 zeigt exemplarisch den Lagerbestandsverlauf eines aus drei un-
gleichen Transportlosen bestehenden Fertigungsioses fiir ein Staulager (fett ge-
zeichnete obere Linien). Der grundsétzliche Verlauf ist charakteristisch fir den
Staulagerfall und damit unabhingig von der Anzahl der Transportlose. Die diinn ge-
zeichneten Linien deuten den Lagerbestandsverlauf fiir die einzelnen Transportlose
an, wobei die linke (rechte) Flanke des ersten (dritten) Transportloses mit dem Ver-
lauf des Gesamtlagerbestandes iibereinstimmen und daher fett gezeichnet sind.

14 Vgl Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 865f.

5 Dies resultiert aus der Tatsache, dab im Staulagerfall das erste Transportlos q? das kleinste,
im ZerreiBlagerfall dagegen das groBte ist.

16 vl Szendrovits, Manufacturing Cycle Time, 1975, S. 302f. Die Grundlage der nachfolgen-
den Betrachtungen stellt der von SZENDROVITS unter Bedingung 2 analysierte Fall dar.
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Zwecks besserer Beschreibung wurde die zu bestimmende Fliche in die Bereiche
A}, Az}, Apy und Aj unterteilt. Mit Hilfe der fiir die Fertigungsdauern (bzw. fiir die
zeitliche Absatzreichweite von Stufe S+1) geltenden Relationen tps = X/Xp s und
th.s+1 = X/X p 541 lassen sie sich wie folgt angeben:

A= [TDLz-

X X 1
: “HAHE = “Xps |' 7
kpas‘*'] }\P,S+l 2

=

tps(a])=tDLZ~p 541

-

4=%fin

_| X X X
Agr=|—1 ~tpLz |-|[tDLZ - “Xps
Xps Xps+l Xps+l
tpstt ,s;l‘*tDLZ s_s
Gt 9= Min
| x X X ) 1
AZZ =l —t ~tpLz |- '!DLZ - 'XP,S‘I’I = tDLZ == 'hp,s E_
Xps Xpstl Xps Xp s+l
lp st ,S;—I"IDLZ s_s
pSsTp a5-q}
X X 1
A3 =[tDLZ_ J [tDLz - J'XP,SH =
Xps Xp.s 2
tpLz-t s
P8 a3
A
L
Ll T
q§ _”_..,..........___; A22
//
91 =qMin | .
. A2
E t
tp,s(':.l'l) t-p,s_”
tps i
1
{pLz |

G-1

Abbildung 2: Zeitgewichtete Lagerhaltung im Staulagerfall fir drei Transportlose

nach GOYAL
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In der Abbildung 2 bezeichnet die Durchlaufzeit tp; 7 eines Fertigungsloses die
Zeitspanne vom Bearbeitungsbeginn des Loses auf Stufe s bis zur Fertigstellung der

- letzten Mengeneinheit auf Stufe s+1. Die zeitgewichtete Lagerhaltung errechnet sich
- aus der Summe der aufgefiihrten Flichen zu:

TP]SGL =A1 +A2l +A22 +A3 G'S

Werden die Bestimmungsgleichungen der einzelnen Flichen (G-1 bis G-4) m G-5
eingesetzt und danach ausmultipliziert, so kann die zeitgewichtete Lagerhaltung im
Staulagerfall ausgedriickt werden durch:17

2
TPIEL =X-IDL2—X—--( 1 + L J G-6
2 xp,S xp,s+1

Die Durchlaufzeit des gesamten Fertigungsloses bezogen auf die beiden in Abbil-
dung 2 betrachteten Stufen ergibt sich zu:

tpLz = tp,s((ﬁ) +ips+l G-7

Mit t; .(q7) = AMin ynd tpstl = —*__ gilt demzufolge:

Xps Xp.s+l

s -
IDLZ . qM.lI'I + X G"'g
Xps  Xps+l

Aus dem Ersetzen der Durchlaufzeit in G-6 durch obige Gleichung folgt als zeitge-
wichtete Lagerhaltung fiir ein Staulager:

TPIS, — x-qlag — +ﬁ[ 1 _LJ G-9
Xps 2 \Xps+l  Xpgs

Tritt im Gegensatz zu den bisherigen Ausfithrungen ein Zerreifllager zwischen den
korrespondierenden Stellen auf, so werden die ein Fertigungslos bildenden Trans-
portlose in genau umgekehrter Reihenfolge wie bei einem Staulager weitergegeben.
Wenn die fiir den Staulagerfall gefithrte Betrachtung in dquivalenter Weise jetzt fir
das ZerreiBlager angewendet wird, dann ergibt sich als zeitgewichtete Lagerhal-
nmg;IS

2
RIS, —x-qgn — ! +"_-{] | } G-10
Xpstl 2 \Xps Xps+l

17" Eine ausfiihrliche Darstellung zur Ermittlung der Bestimmungsgleichung der zeitgewichteten
Lagerhaltung befindet sich in Anhang A 1.

18 Dic detaillierte Herleitung dieser Gleichung erfolgt in Anhang A 2.
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Die ein Stau- bzw. ZerreiBlager kennzeichnenden Relationen xp, s > Xp g+1 bzw. Xp g
< Xps+1 lassen sich durch die Verwendung von Maximum-/Minimum-Operatoren
auch mit min[X p ¢; Xp, o111 < max[x p.s: Xp s+1] beschreiben. Fiir den weiteren Verlauf
dieses Arbeitsberichtes wird dabei fiir die Schreibweise der Maximum-/Minimum-
Operatoren folgende vereinfachte Notation vereinbart:

max[xp,s;xp,s-i-l I= max(xp )sst1

mi.u[xp,s; Xps+1):=min(xp)g 541

Die Nutzung der Maximum-/Minimum-Operatoren gestattet es, die Gleichungen
G-9 und G-10 zu einer allgemeingiiltigen Bestimmungsgleichung der zeitgewich-
teten Lagerhaltung zusammenzufassen. Sie wird abgebildet durch:1?

2
TPIG=X'Q?vﬁn'—_1_+h_-[ i l - 1 } o
max(xp)sss1 2 \Min(Xp)gsy  max(xp)ssil

Da die in einem Fertigungslos enthaltenen Produkteinheiten durch die Summe aller
Transportlose zwischen den jeweils benachbarten Stufen weitergeleitet werden miis-
sen, gilt somit:

1-1
IIIB}L(XP :ls’g.p] s - 15 12
X =Gy gin - § ,[ - I()‘p)s,sﬂ] fiir s=1(1)S G

Ausgehend von G-12 14Bt sich die konkrete Reihenfolge der Weitergabe der einzel-
nen Transportlose im Hinblick auf ein Stufenpaar wie folgt ermitteln:

x= qu falls x5 <Xpsi G-12.1
_ms
>~=Zq? falls x> xp g4t G-12.2

Anhand von G-12 kann daher festgehalten werden:

(max(xp )55+ ] w

5 - 5 .. 5 _ min(xp)s‘sﬂ
QMin = X Ag(QMin>Ms) mit: A (qgg,.ms) = ms
max(Xp)s s+l ] 1
min(xp)s,SH
fiir s=1(1)S G-13

19 Bis hierhin ist die gewahlte Vorgehensweise vergleichbar mit Goyal/Szendrovits, Lot Size
Model, 1986, S. 205.
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Das Ersetzen der kleinsten Transportlosgrofie iy, in G-11 durch G-13 sowie die
Bewertung der sich ergebenden Gleichung mit dem stufenbezogenen Lagerhaltungs-
kostensatz erbringt die nachstehenden fertigungslosbezogenen Lagerhaltungskosten
eines benachbarten Stufenpaares:

2 5
X“-cr o -A . m B
LKL,s: Ls " As(qMin- s)+x__ 1 B 1 J‘CLq G-14

max[xp)s,s-H 2 min(xp)s,s.,.] max(xp)s,sﬂ

Pro Fertigungslos sind fiir zwei aufeinanderfolgende Stufen neben den soeben be-
rechneten Lagerhaltungskosten LKy . des weiteren die losfixen Riist- und Trans-
portkosten als entscheidungsrelevmfe Kostenbestandteile zu beriicksichtigen. Da
die Stufe s ein Fertigungslos nach der Aufnahme der Produktion ununterbrochen be-
arbeitet, wird demzufolge nur ein Riistvorgang pro Fertigungslos erforderlich. Da-
mit ist pro Fertigungslos einmal der stufenbezogene Riistkostensatz zu verrechnen
und es gilt:

LKR,S = kR,s G-15

Die fertigungslosbezogenen Transportkosten ergeben sich, indem die zwischen Stu-
fe s und s+1 gewihlte Transporthdufigkeit mit dem entsprechenden Transportko-
stensatz multipliziert wird.

LK1s=krg mg G-16

Um die entscheidungsrelevanten Kosten eines mehrstufigen Produktionssystems zu
erhalten, sind zunichst die Gleichungen G-14 bis G-16 zu addieren. AnschlieBend
erfolgt eine Summation iiber alle relevanten S Stufenpaare. Wird die resultierende
Gleichung noch mit der Anzahl der im Planungszeitraum aufzulegenden Lose (n
bzw., da B = n-x, mit B/x) multipliziert, so 146t sich die Funktion der entscheidungs-
relevanten Gesamtkosten wie folgt angeben:

S
K()LM):—Z x'cL.s'As(Qif[inems)'B_'_i_( 1 _ 1 ]'CL,S'B +
) max(X s+l 2 \min(xXp)g s max(x,, )s,s+1

s=1

. B
+ Z(RR,S +krs- ms) g

s=1

G-17
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2.2 Optimierung bei einer identischen Transporthiufigkeit

Die in diesem Abschnitt betrachtete Planungssituation ist dadurch charakterisiert,
daB zwischen den jeweils benachbarten Stufen eines Fertigungssystems unterschied-
liche Transportlose befordert werden kénnen. Einschrinkend sei allerdings die Pla-
nung einer identischen Transporthaufigkeit fiir alle korrespondierenden Stufenpaare
gefordert. Aufgrund dieses Sachverhaltes weisen samtliche Elemente des Vektors M
der Transporthéufigkeiten den gleichen Wert auf. Folglich gilt:

m) =my =..=Mg = m = const.

Die zu ermittelnde optimale Planungslosung zeichnet sich unter den beschriebenen
Rahmenbedingungen durch die Existenz nur einer einzigen Auspragung der Trans-
porthéufigkeit m aus. Wird m zunichst als Planungsparameter angesehen, so ist zur
Bestimmung der opimalen Fertigungslosgrofe fiir eine spezifische Auspragung der
Transporthdufigkeit zuerst die partielle Ableitung der Kostenfunktion G-17 nach x
zu bilden, die erhaltene Gleichung null zu setzen und anschlieend nach x aufzulé-
sen. Die Berechnungsformel der optimalen Fertigungslosgrofie fiir einen gegebenen
Wert von m lantet hierbei:20

)
Z(k Rs +kts-m)
s=1

S
z CL,S'As{qi/Iin?m)_i_i'( 1 _ 1 J_CL
: S
g max(xp)s,s—ﬂ 2 \min(Xp)ss41 max(xp)s,sﬂ

G-18

Gm
Xopt (m) =

el

Fiir die Optimierung des Modellansatzes ist m jedoch als Entscheidungsvariable zu
betrachten. Die vorliegende Problemstellung erméglicht es, zur Losungsfindung auf
einen von GOYAL fiir ein zweistufiges Produktionssystem vorgeschlagenen itera-
tiven Algorithmus zuriickzugreifen.2}

Fiir die Optimierungsprozedur ist es von Vorteil, eine im folgenden als kontinuier-
liche Kostenfunktion fiir m bezeichnete Funktion zu verwenden. Diese Funktion 1st
nur von der Entscheidungsvariablen m abhiingig und bildet die fiir einen konkreten
Wert der Transporthaufigkeit nicht zu unterschreitenden entscheidungsrelevanten

20 Die avsfihrliche Herleitung der Bestimmungsgleichung wird in Anhang C unter zix) a@§-
zeigt. Aus der Konvexitit der Kostenfunktion G-17 beziiglich x folgt, daB auch die hmrei-
chende Optimalitatsbedingung erfiillt ist. Der entsprechende Beweis ist in Anhang B 1 ent-
halten.

21 vgl. Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 868 sowie Bogaschewsky/Buscher/
Lindner. Simultanplanung, 1999, S. 17ff.



2 Planung der Fertigungslosgrofe fiir mehrstufige Produktionssysteme 13

Kosten ab.22 In allgemeiner Form ist zur Ermittlung der angesprochenen Funktion x
in G-17 durch G-18 zu ersetzen. Fiir die Herleitung der kontinuierlichen Kosten-
funktion fir m werden die nachstehenden Vereinfachungen verwendet:

S 5
C1s A .m
azz Ls *As(qMin )+1_{ | - 1 J'CL_S
s=1 max(xp)s,sﬂ 2 mm(xp)5:s+1 max(xp )5,5” ’

S

p= Z(kR,S +kTs 'm)

s=]

Die Substitution von x in G-17 durch G-18 und die Anwendung der definierten
Vereinfachungen erbringt:

2
K(m)=\/E‘a-B+ﬂ-i= R ﬁz'a-Bzz-B- B-a
a \P e B
o

Werden die Vereinfachungen riickgéngig gemacht, dann ergibt sich als kontinuier-
liche Kostenfunktion fiir m:

S

Z(kR,s +k1s 'm)'

K(m)=2-B- |*] G-19

S
Z CL,S‘As(qsf\dinem)+l [ 1 1 J‘CL
== - - »5
i max(xp )s,s-l,-] 2 mm(xp )S,S-I—l ma.x(xp )S,S+l

R

Da K(m) das Grundelement des Optimierungsalgorithmus darstellt, ist es nunmehr
méglich, die Vorgehensweise der Losungsfindung zu beschreiben.?3 Anhand von G-
18 1aBt sich feststellen, daB fiir jedes — und daher auch fiir jedes ganzzahlige — m ein
lokales Minimum der entscheidungsrelevanten Kosten auftritt. Diese Kosten lassen
sich gemaB G-19 bestimmen. Die kleinste zuldssige Auspragung der Transporthau-
figkeit wird dabei durch m = 1 wiedergegeben. Des weiteren besitzt die kontinuier-
liche Kostenfunktion fiir m einen konvexen Verlauf hinsichtlich m.24 Wenn dem-
nach ausgehend von m = 1 solange fiir jede nichsthohere Ausprigung von m die
Kosten nach G-19 berechnet werden, bis erstmals gilt, daB die fiir eine Transport-

22 Aufgrund der Konvexitit der Kostenfunktion G-17 beziiglich x existiert fur diese Ausprﬁ-
gung von m nur exakt ein FertigungslosgroBenwert nach G-18, der fiir genau dieses speziclle
m zu den geningsten Kosten im Planungszeitraum fiihrt.

23 Vgl im folgenden auch Bogaschewsky/Buscher/Lindner, Simultanplanung, 1999, S. 19f
24 Vgl. den entsprechenden Konvexititsbeweis in Anhang B 2.
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haufigkeit ermittelten Kosten grofier oder gleich den minimalen Kosten der nichst-
kleineren Transporthdufigkeit, so kann die Losungssuche beendet werden. Der zu-
letzt genannte Wert reprisentiert damit die optimale ganzahlige Transporthaufigkeit
(vgl. Abbildung 3). Die Optimalitit der erhaltenen Ldsung ist aufgrund des kon-
vexen Verlaufes der Funktion K(m) gewihrleistet. Diese Eigenschaft garantiert, dafB
oberhalb der zuletzt betrachteten Transporthiufigkeit keine weitere Auspragung exi-
stieren kann, die zu geringeren Kosten fiihrt. Die Planungslosung mub also die fol-
gende Optimalitatsbedingung erfiillen:

' 7
K(m&y ~1) £ K(mGp) $ K(mGpy +1) G-20

Die zu m%m gehorende, zu minimalen Kosten fiithrende FertigungslosgroBe kann an-
schliefend mut Hilfe von G-18 kalkuliert werden.

[

A4
Berechne K(m)

| Berechne K(m)

I
ia / gilt

—@‘(K(m-l)?

Abbildung 3: Optimierungsalgorithmus bei einer identischen T ransporthaufigkeit

Méglichkeiten zur Bestimmung eines modifizierten Startwertes fir die Transport-
haufigkeit, die eine im allgemeinen schnellere Ermittlung der Optimallosung zulas-
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sen, sollen hier nicht vertieft werden. Zwei Algorithmen werden in BOGA-
SCHEWSKY/BUSCHER/LINDNER detailliert diskutiert.25> Wihrend der eine, auf
dem globalen Optimum der Transporthiufigkeit bei Annahme einer identischen
Transportlosgrofie fir alle Stufenpaare basierende Algorithmus (ALGORITHMUS
IT) ohne Beeintrachtung der Allgemeinheit auch auf die Betrachtung mehrstufiger
Problemstellungen iibertragen werden kann, ist dies hinsichtlich des zweiten Algo-
rithmus (ALGORITHMUS I), nach Ansicht der Autoren, nur fiir den speziellen Fall
moglich, dal das Verhaltnis von maximaler zu minimaler Produktionsgeschwindig-
keit iiber alle benachbarten Stufenpaare identisch ist.

2.3 Optimierung bei stufenbezogenen Transporthiufigkeiten

2.3.1 Ermittlung einer heuristischen Losung

Im folgenden wird nun die im vorhergehenden Abschnitt formulierte Pramisse, daf
eine identische Transporthaufigkeit fiir jedes gekoppelte Stufenpaar zu planen ist,
aufgehoben. Beziiglich der jetzt betrachteten Planungssituation soll es moglich sein,
neben der Beférderung von sich unterscheidenden Transportlosen zwischen den be-
nachbarten Stellen ebenfalls ausgehend von einer betrachteten Stufe eine spezifische
Transporthdufigkeit zu der jeweils nachgelagerten Stufe, im weiteren als stufenbe-
zogene Transporthaufigkeit m¢ bezeichnet, festzulegen. Da in der Realitdt die ein-
zelnen Elemente des Vektors der Transporthaufigkeiten diskrete Variablen darstel-
len, sind nur ganzzahlige Planungsergebnisse fiir sie als zuldssig zu erachten. Die
Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten (G-17) ist somit unter der Ganzzah-
ligkeitsanforderung an alle stufenbezogenen Transporthiufigkeiten mg zu minimie-
ren. Infolgedessen sind statt einer Ausprigung der Transporthaufigkeit, wie im letz-
ten Abschnitt, die optimalen, nicht zwangslaufig identischen Auspriagungen der ein-
zelnen Transporthiufigkeiten zu bestimmen.

Optimale Fertigungslosgrafie fiir gegebene Transporthdufigheiten

Fiir einen konkreten Vektor M ergibt sich die optimale FertigungslosgréBe, indem
die Kostenfunktion G-17 partiell nach x differenziert, die erhaltene Ableitung gleich
null gesetzt und nach x aufgelost wird. Die optimale Fertigungslosgrofie eines gege-
benen Vektors M errechnet sich damit aus:26

25 Vgl. Bogaschewsky/Buscher/Lindner, Simultanplanung, 1999, S. 20ff.

26 Die detaillierte Herleitung der Gleichung erfolgt in Anhang C unter b). Beziglich der hin-
reichenden Optimalitatsbedingung vgl. den Konvexititsbeweis in Anhang B 1.
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S

Z(kR,S +krs 'ms)

Xont" (M) = 5= G-21

S
Y S ——
S e - ‘€L,
s=1 max(Xp )s 41 2 \min{Xp)ssp  max(Xp)gsal S

=r

Unabhingig von jeder moglichen Parameterkonstellation miissen die in einem Los
enthaltenen Mengeneinheiten eines Erzeugnisses mit mindestens einem Transport-
vorgang zwischen den relevanten Stufen weitergeleitet werden. Unter dem Aspekt
der Kostenminimierung stellt daher, die fiir einen Transport je Stufenpaar (mg=1 fiir
s=1(1)S) mit G-21 ermittelte LosgriBe eine untere Schranke der FertigungslosgréBe
fiir samtliche zuldssigen Planungsergebnisse dar. Wenn diese Losgréfie und der zu-
gehorige Vektor M den Anfangswert der Suche nach Losungen kennzeichnen,
welche die entscheidungsrelevanten Kosten verbessern, gilt demzufolge, daB sie
definitiv nur bei entsprechend hoheren Ausprigungen der einzelnen Transporthdu-
figkeiten auffindbar sind, woraus wiederum eine gegeniiber der Ausgangslosung
groBere optimale LosgroBe resultiert.

Optimale stufenbezogene Transporthaufigkeit bei gegebener Fertigungslosgrope

Um ausgehend von der soeben festgelegten Startlgsung einen neuen ganzzahligen
Vektor M berechnen zu konnen, der mit der entsprechenden kostenminimierenden
Fertigungslosgrofie geringere entscheidungsrelevante Kosten verursacht, besteht
folglich die Notwendigkeit, eine Vorgehensweise aufzuzeigen, wie die fiir ein spezi-
fisches x optimalen ganzzahligen Werte der stufenbezogemen Transporthaufig-
keiten zu bestimmen sind. Hierfiir ist die Kenntnis der optimalen reellwertigen
Transporthiufigkeit der jeweiligen Stufenpaare in bezug auf einen LosgroBenwert
erforderlich. Aus der Kostenfunktion G-17 wird die optimale reellwertige Trans-
porthaufigkeit fiir ein gegebenes x durch partielles Differenzieren der Funktion nach
dem konkreten m,, Nullsetzen der sich ergebenden Ableitung und dem an-
schlieBenden Auflésen nach der Entscheidungsvariablen gewonnen. Diese Aussage
verdeutlicht, daB alle nicht von dem betrachteten m, abhingigen Terme fiir die
Differentiation Parameter darstellen.

Die optimale Transporthaufigkeit zwischen jedem Stufenpaar kann somit fiir jede
gegebene FertigungslosgroBe isoliert voneinander bestimmt werden. Die optimale
reellwertige Transporthaufigkeit fiir ein spezifisches x ist gegeben durch:27

27 Ausfiihrlich wird diese Gleichung in Anhang C unter c) abgeleitet. Fir die hinreichende
Optimalitatsbedingung vgl. den in Anhang B 2 befindlichen Konvexitatsbeweis.
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G l“(z‘:)
M ope (%) = fur s=1(1)S G-22
I{ max(x, )ss+1 J
m-in(xp)s,sﬂ
unter Nutzung von:
([ max(xp)s,sﬂ ] ]] ]1{ max(xp]5,5+1] . <2
—————— | =1l ———— e 5"
Y, =2+ min(Xp)s s+ min(Xp ) s s41 : G-23
krg- max(xp )s s+l

und
. 2
z; = E + Y—S' -1 G-24

2 4

Mit G-22 ist jetzt die Moglichkeit vorhanden, die optimale, in der Regel nicht ganz-
zahlige, stufenbezogene Transporthdufigkeit fiir eine gegebene Fertigungslosgrofie
zu ermitteln. Da die Planung der kostenminimierenden FertigungslosgroBe unter Be-
riicksichtigung aller Stufenpaare erfolgt, stellt diese GroBe fiir die jeweils benach-
barten Stufen bei der Kalkulation der Transporthaufigkeit ein Datum dar. Die Ferti-
gungslosgréBe bei Mehrstufigkeit ist bei der Optimierung beziiglich der Berech-
nung der stufenbezogenen Transporthaufigkeiten wie ein Parameter zu behandeln.

Ermittlung der Vergleichslosgrofe fiir ganzzahlige Transporthdufigkeiten

Wenn nun anhand eines fiir den mehrstufigen Fall geplanten Wertes fiir die
Fertigungslosgrofe die optimale reellwertige Transporthaufigkeit im Hinblick auf
ein spezielles Stufenpaar eine Ausprigung annimmt, welche zwischen zwei ganz-
zahligen Transporthdufigkeiten mg und mg +1 liegt, so ist fiir diese beiden Stufen

zu entscheiden, ob m# oder m¢ +1 Transportvorgange durchzufiihren sind. Die
Wahlentscheidung beeinflussen bei gegebenen x nur solche Kostenbestandteile von
G-17, die durch die betrachtete Transporthiufigkeit beeinflut werden. Diese las-
sen sich isoliert fiir jedes Stufenpaar wie folgt angeben:

¢y .-(L.-1)-B i max(Xp ) s s+l
%015 (Le 1) "‘kT,s'ms'*B_ mit; Ly =————— ghis

i fiir s=1(1)S
max(Xp)ss+l '[(Ls)m5 —1] * min(Xp)s s+l

Hg(mg) =

G-25

Ist fiir zwei korrespondierende Stufen die Realisierung von mé Transporten vorteil-
haft, dann gilt aufgrund von G-25:
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H,(m&)<H (mf +1) G-26

In bezug auf ein Stufenpaar stellt sich bei einem bestimmten Wert der gemeinsamen
FertigungslosgroBe Kostengleichheit bei m¢ und m# +1 Transportvorgingen ein.
Bei diesem x—Wert liegt G-26 in Gleichungsform vor. Werden auf beiden Seiten der

sich ergebenden Gleichung die konkreten Funktionen nach G-25 eingesetzt, so re-
sultiert daraus:

x-¢1 -{Ls=1)-B x-gr o-{L.—=1}-B
DB e B o)D) B
: X ) L2
mmxp)s,ﬁl-[{h)‘“"'—l} TTerm 1 max(xp)s,m[(Ls)mg* -1]
‘ Tenn 2 ‘
G-27

Um den gesuchten LosgroBenwert fiir x, bei dem Hy(m$) = Hg(m§+1) gilt, zu erhal-
ten, sind auf beiden Seiten von G-27 die mit Term 1 und Term 2 gekennzeichneten
Ausdriicke zu subtrahieren und nachfolgend ist mit x/B sowie max(x,)ss; zu mulfi-
plizieren. Wird die modifizierte Gleichung nach x aufgelost, dann ergibt sich die
relevante Ausprigung der Fertigungslosgrifie, im weiteren als stufenbezogene Ver-
gleichslosgroBie bezeichnet, separat fiir jedes Stufenpaar zu:

-
6 (g, m + 1) = S fur s=1(1)S
1 1
"CL,S'(LS-)' 5 =
[(Ls)ms = 1:| {(Ls)m§+l y 1}

G-28

G-28 erlaubt zunichst die Feststellung, daB m? Transporte solange fiir eine Stufen-
paar kostenminimierend sind, wie die fiir alle Stufen geplante Fertigungslosgrofe
den Wert der VergleichslosgroBe x»'C nicht iiberschreitet, bei dem die Transport-
hiufigkeiten m2 und m® +1 fiir diese beiden Stufen hinsichtlich der Kostenwirkung
gleichwertig sind. Tritt der Fall auf, daB anhand einer gemeinsamen Fertigungslos-
groBe fiir zwei benachbarte Stufen die zugehorige optimale reellwertige Transport-
héufigkeit zwischen m& —1 und m# liegt, besitzt die fir m? und mf +1 gefiihrte
Argumentation in vergleichbarer Weise Giiltigkeit. Damit kann konstatiert werden,
dab in allgemeiner Form m® Transportvorginge fiir zwei benachbarte Stufen genau

dann optimal sind, wenn die nachstehende Bedingung erfilit ist:
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Xy O (mf —LmE) < x<x VO (mE:m8 +1) fiir s=1(1)S G-29

Wie die Analyse von G-29 aufzeigt, besteht die Méglichkeit, daB die gemeinsame
FertigungslosgroBe identisch ist mit der speziellen Vergleichslosgréfe eines kon-
kreten Stufenpaares. In exakt diesem Punkt ist es hinsichtlich der resultierenden Ko-
sten unerheblich, ob zwischen den betrachteten Stufen m# oder m8 +1 (bzw. m# -1
oder m{ ) Transporte erfolgen. Aufgrund der Konvexitit der Funktion G-25 gilt, daB
als kostenminimierende Transporthaufigkeiten nur die beiden dem reellen Wert di-
rekt benachbarten Transporthdufigkeiten in Frage kommen. Sie werden im vor-
liegenden Fall durch mf und mé +1 abgebildet und fithren zu den gleichen Ko-
sten gemdl G-25 (Vgl. dazu auch G-27). In grafischer Form zeigt die Abbildung 4
den Verlauf der Funktion Hy(m;) in Abhéngigkeit von den Auspriagungen der Trans-
porthaufigkeit fir die dargelegte Situation.

A

H

s

Hg(m;)

H; opt
: : {
m; : ‘m¥ +05 cmE +1
G WG . Gm
Mg opt (X (m§1=m§1 +1)= Xopt u(M)) mg

Abbildung 4: Verlauf der Funktion Hy(my) bei Beriicksichtigung stufenbezogener
Transporthaufigkeiten

Haufig wird jedoch der Fall eintreten, daB die fiir alle Stufen geplante Fertigungs-
losgroBe nicht genau mit einem Wert der VergleichslosgroBe iibereinstimmt, bei
dem ein Stufenpaar indifferent ist zwischen zwei beliebigen ganzzahligen Trans-
porthéiufigkeiten m# und m# +1. In diesem Fall 1aBt sich die optimale ganzzahlige
stufenbezogene Transporthiufigkeit fiir einen gegebenen Fertigungslosgrofenwert
bestimmen, indem beziiglich des betrachteten Stufenpaares zuerst die entspre-
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chende optimale Transporthaufigkeit nach G-22 berechnet und nachfolgend mit den
beiden dieser Auspragung direkt benachbarten ganzzahligen Transporthiufigkeiten
die zugehdrige Vergleichslosgrofie ermittelt wird. Befindet sich dabei die Ferti-
gungslosgrofie unterhalb (oberhalb) des Wertes der Vergleichslosgrofe, so stellt die
klemnere (grofiere) der beiden ganzzahligen Transporthaufigkeiten die optimale Aus-
prigung dar. Wenn Identitit von Fertigungs- und stufenbezogener Vergleichslos-
groBe zu verzeichnen ist, sind demzufolge die beiden ganzzahligen Transporthiufig-
keiten gleichwertig, da sie zu exakt denselben Kosten nach G-25 fiihren.

Es zeigt sich, daB die Bestimmung der ganzzahlig optimalen Transporthaufigkeiten
fir die Stufenpaare recht aufwendig ist. Wenn allerdings die nachfolgend heraus-
gearbeitete Bedingung zutrifft, kann auf die Ermittlung der stufenbezogenen Ver-
gleichslosgroBe verzichtet werden.

Hierfiir ist es hilfreich, sich zu verdeutlichen, welche Ausprigung die optimale
reellwertige stufenbezogene Transporthiaufigkeit mgnm fir einen gegebenen Ver-

gleichslosgroBenwert x¥9 (m#: m¢ +1) nie iiberschreitet. Wie bereits erwihnt wurde,

liegt die relevante Ausprigung zwischen den jeweils benachbarten ganzzahligen
Werten mg und m# +1. Des weiteren gilt, daB fiirr jede Fertigungs- bzw. Vergleichs-
losgrofe nur genau eine spezielle Transporthdufigkeit nach G-22 existiert, die in
bezug auf den LosgroBenwert die minimalen Kosten entsprechend G-25 erbringt. Da

die Funktion H(m,) unabhiingig von der konkreten stufenbezogenen Vergleichslos-
groBe x% (mg;m¢ +1) strukturell den in Abbildung 4 illustrierten Verlauf aufweist,

der ausgehend von m§ bis zum Optimum stérker fallt und anschlieBend mit einer
geringeren Steigung bis m# +1 ansteigt, gilt, da die optimale reellwertige Trans-

porthiufigkeit fiir jeden nach G-28 ermittelten Wert der VergleichslosgroBe immer
niher an mf als an m? +1 und demzufolge stets unterhalb von mf +05 legen

wird.?8 Somit gilt zundchst, falls die fir ein gegebenes x optimale reellwertige
Transporthaufigkeit grofier oder gleich m# +05 ist, dann reprasentiert mé +1 die
kostenminimierende Transportanzahl.

Da auch die optimale reellwertige Transporthaufigkeit fiir eine stufenbezogene Ver-
gleichslosgroBe x)'C (mf + 1 m® +2) beziiglich m# +1 und mf +2 zwischen diesen
beiden Werten aufzufinden ist, gilt weiterhin, daf m +1 auf jeden Fall dann fiir

28 Dieser Effekt resultiert deshalb aus der Funktion Hy(m,), weil sie sich aus zwei Teilfunktionen
ergibt, wobei der Funktionsteil, welcher Bestandteil der stufenbezogenen Lagerhaltungskosten
ist, sich asymptotisch der Abszisse nahert. Ein mathematisch gefiihrter Beweis ist in Anhang
D enthalten.
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Jede nach G-22 ermittelte Transporthéufigkeit die optimale Anzahl Transporte dar-
stellt, wenn deren Wert zwischen m& +05 und m? +1 liegt.29

Ablauf der Heuristik

Diesen Ausfilhrungen folgend kann nunmehr die vollstindige Arbeitsweise der
Heuristik vorgestellt werden. Zuerst ist, wie zu Beginn dieses Abschnittes festgelegt
wurde, fiir die optimale FertigungslosgroBe beziiglich m&= 1 fiir jedes Element des
Vektors M nach einem ganzzahligen Vektor der stufenbezogenen Transporthdufig-
keiten zu suchen, der geringere Gesamtkosten nach G-17 verursacht. Unterhalb der
Ausgangstransporthiufigkeiten existiert damit definitiv kein weiterer zuldssiger
ganzzahliger Vektor M. Kostenverbessernde ganzzahlige Auspragungen der ein-
zelnen Transporthaufigkeiten liegen, wenn die Planungsparameter es zulassen, da-
her oberhalb von m#=1 fiir s=1(1)S. Der Startwert der Losgrofe bildet jetzt die
Grundlage zur Ermittlung der zugehorigen ganzzahligen Transporthéufigkeiten auf
Basis der dargelegten Berechnungsvorschrift.

Fiir den neu errechneten Vektor M gilt, daB es keinen weiteren ganzzahligen Vektor
der Transporthaufigkeiten gibt, der fiir die Ausgangslosgrofie geringere Kosten er-
bringt. Hierbei wurde bereits ausgefiihrt, daB jede ganzzahlige stufenbezogene
Transporthaufigkeit im allgemeinen fiir einen gewissen Bereich der Fertigungslos-
groBe optimal ist (vgl. G-29). Aggregiert iiber alle Stufenpaare bedeutet dies eben-
falls, daB jeder ganzzahlige Vektor M in der Regel fiir ein bestimmtes Intervall der
LosgroBe optimal ist.

LBt sich fiir den Startwert der LosgréfBe ein vom Startvektor abweichender ganz-
zahliger Vektor M ermitteln, der zu geringeren Kosten fiihrt, so folgt aus G-29, daB
die kostenminimierende FertigungslosgroBe des Ausgangsvektors schon im Opti-
malititsbereich des neuen Vektors liegt. Damit existiert beziiglich M = {1,1,...,1}
ein anderer Vektor M, der fiir die untersuchte Ausgangslosgrofe die Gesamtkosten
minimiert. Fiir ihn wiederum gibt es jedoch gemaB G-21 nur genau eine kostenmini-
mierende LosgroBe. Dabei ist festzustellen, daBl héhere Werte der Transporthaufig-
keiten m® auch in einer hoheren LosgroBe resultieren. Somit 1aBt sich defineren,
daR der neue Vektor der Transporthiufigkeiten und die entsprechende Fertigungs-
losgroBe diejenigen Ausprigungen der Entscheidungsvariablen reprasentieren,
welche bis hierhin die niedrigsten Gesamtkosten verursachen.

29 Vgl. zur Veranschaulichung der vereinfachten Berechnungsvorschrift auch G-29.
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Die angegebene Vorgehensweise garantiert, daB zwischen der Startlosung und der
neuen Losung kein weiterer Vektor M und damit auch keine andere Fertigungslos-
grofe zu geringeren Gesamtkosten fithrt. Werden die bis hierhin betrachteten
Vektoren M als Planungsparameter angesehen, dann ist es moglich, die diskutierte
Problematik durch die beiden Gesamtkostenfunktionen, wie sie Abbildung 5 zeigt,
zu veranschaulichen.

In Abbildung 5 stelle M den Startvektor mit der zugehorigen kostenminimalen
Losgrofle dar. Diese Losgréfe liegt aber bereits im Optimalititsbereich des Vektors
ME , der fiir sie geringere Kosten erbringt. Fiir den Vektor MZ ermoglicht aber die
ihm entsprechende optimale LosgroBe eine weitere Verringerung der Gesamtkosten.

A
K

K(x,Mj)

KGxop' (MDMD|

K(Xope"(M]).M5)

K(xgm(M3),M5)

x ' I *
Xgpr (M) xom” (M3) %

Abbildung 5: Grundsatziicher Kostenverlauf bei unterschiedlichen Losgrofien-
kombinationen

Die jeweils berechnete, vorerst kostengiinstigste Losung stellt die neue Ausgangs-
16sung der Suche nach verbesserten Planungslésungen dar. Letztere konnen aber be-
dingt durch die gewihlte Vorgehensweise nur noch oberhalb der jetzt optimalen
Auspragungen der Entscheidungsvarniablen liegen.

Der anhand der Startlosung beschriebene ProzeB ist fiir die zuletzt ermittelte Lo-
sung und jede weitere aus ihr generierte solange fortzusetzen, wie gilt, daf sich die
kostenminimierende FertigungslosgroBe des bisher kostengiinstigsten Vektors M im
Optimalititsbereich eines anderen Vektors befindet, der fiir dieses x zu geringeren
Kosten fithrt. Eine heuristische Lésung des Planungsproblems ist gefunden, wenn
erstmals der kostenminimale LosgroBenwert eines bis dahin kostengiinstigsten
Vektors M nicht im Optimalititsbereich eines weiteren Vektors aufzufinden ist. Die
entsprechenden Auspriagungen der Entscheidungsvariablen stellen dann die mini-
malen bis hierhin erreichbaren Gesamtkosten dar. Mit der heuristischen Losung ist
demzufolge eine stabile AbschluBlosung gefunden, die mit der im nichsten Ab-
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schnitt betrachteten Vorgehensweise auf Optimalitét zu tberpriifen ist. Nachstehend
ist die schrittweise Vorgehensweise zur Ermittlung der heuristischen Losung noch-
mals systematisch aufgefiihrt.

Algorithmus zur Ermittlung einer heuristischen Losung

Schritt 1:

- i=1
— Setze mg; =1 fur s=1(1)S.

Schritt 2:

~ Bestimme x; =x§1§?“(M;) in G-21 mit: M; = {mii,m;,i,...,mg’i} :

Schritt 3:
- Bestimme m¢;  (x;) fir s=1(1)$ in G-22.
-Falls mgi,opt (x;) <1 setze fg; =1.
-Falls m{, » (x)) [ Mg} oot (Xi )J+0,5 setze i =[mg,opl(xi' )-|.
- Sonst bestimme xY (Lm si.op (Xi )JI- swpt(xl ) 'mG-28.
- Falls x; <x{'C setze fg; = I_rn % st )J
- Falls x] >x¢ setze fiy; =[m, .., (x])].
- Falls x; =x® setze r; gleich L o opt(xi')J oder I-msG,i,apt (x;)-’.
Schritt 4:

~ Test: m;’j =mg; fiur s=1(1)S.

-Falls ja:  Gehe zu Schritt 5.
-Falls nein : Setze mg;,; = fg; fiir s=1(1)S sowie i =i+1lund gehe zu Schritt 2.

Schritt 5:

~ Setze m& =m;i fiir s=1(1)S.
— Setze xg™" =x;
— Bestimme K(xop[“*,Mgt)in G-17 mit: ME" = m%’,m% ,...,mSt ;

— Stop
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2.3.2 Ermittlung der Optimallosung

Im Hinblick auf die Bestimmung der optimalen Planungsiésung kann zunéchst nicht
ausgeschlossen werden, daB es neben der Fertigungslosgrofie der heuristischen Ab-
schluBlosung weitere Losgrofen zu ganzzahligen Vektoren M gibt, die ebenfalls die
Bedingung erfiillen, daB fiir sie keine anderen, als die zur Kalkulation verwendeten,
ganzzahligen Vektoren der Transporthaufigkeiten existieren, die das Erreichen ge-
ringerer Gesamtkosten gestatten. Damit sind diese Losungen im Sinne der heuri-
stischen AbschluBlosung gleichermalBen als stabil zu bezeichnen. Die sie reprasen-
tierenden Auspragungen der Entscheidungsvariablen konnen, aber miissen nicht
gegeniiber emer im Kontext der nachfolgend dargestellten Optimierungsprozedur
berechneten vorliufigen Optimallosung, wie z.B. der heuristischen Ldsung, ge-
ringere entscheidungsrelevante Kosten erbringen. Eine definitive Entscheidung kann
dabei nur anhand eines direkten Kostenvergleiches der alternativen Losungen ge-
troffen werden.

Seien die zu untersuchenden Vektoren M wiederum als Planungsparameter an-
zusehen, so lassen sich fiir sie zwei Gesamtkostenfunktionen gemal G-17 bestim-
men, und es wire moglich, daB beispielsweise die in der Abbildung 6 illustrierten
Falle auftreten.

K‘ K*

Gmu* Gmu,Neu I Gmu* Gmu.Neu I
Xopt Xopt x Xopt Xopt X

Abbildung 6: Kostenfunktionsverlaufe in der Optimierungsprozedur bei
Beriicksichtigung stufenbezogener Transporthdufigkeiten

Fiir die obige Abbildung wurde exemplarisch angenommen, daB die heuristische
AbschluBlosung zunichst die vorlaufige Optimallosung reprasentiert. Wahrend im
linken Diagramm eine andere, geringere Gesamtkosten verursachende stabile Lo-
sung vorliegt, stellt die heuristische Losung im rechten Diagramm weiterhin die
vorldufige Optimallosung dar, wobei die zu hoheren Kosten fiihrende Losung eben-
so als stabil zu kennzeichnen ist.
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Fiir die anschlieBenden Ausfithrungen ist anzumerken, daB die Auspriagungen der
FertigungslosgroBe und der stufenbezogenen Transporthaufigkeiten im globalen Ko-
stenminimum aufgrund der Konvexitatseigenschaften der Funktion G-17 ene nicht
zu unterschreitende untere Schranke der erreichbaren entscheidungsrelevanten Ko-
sten fiir alle weiteren moglichen Planungslosungen darstellen.30

Werden vorerst die Ganzzahligkeitsanforderungen an die Elemente des Vektors M
aufgehoben, so ist es moglich, die fiir ein konkretes x nicht zu unterschreitenden
Kosten zu berechnen, indem fiir dieses x die optimale Auspragung eines jeden m;
aus G-22 ermittelt wird und nachfolgend mit allen relevanten Werten die Kosten
nach G-17 zu bestimmen sind. Allgemeingiiltig bedeutet dies, daB jedes m,in G-17
durch die entsprechende Gleichung G-22 zu substituieren ist. Damit ergibt sich die
folgende, nur von x abhingige Funktion, im weiteren als kontinuierliche Kosten-
funktion fiir x bezeichnet:

x-c s (Lsg-1)-B % ( 1 1 J
Kx)=Y 4 3 = 5E “CLs B+
W ; ln(Z;) i 2 min(xp)s,sﬂ m“(xP)S»S“ 5
In(Ls)

(Ls) -1 'max(xp)s,s-rl

30 Die globalen Optima der FertigungslosgroBe bzw. der stufenbezogenen Transporthaufigkeiten
lassen sich nicht direkt mit Hilfe von Bestimmungsgleichungen ermitteln. Von den Autoren
wurde jedoch ein iterativer Algorithmus entwickelt, der die Berechnung dieser Werte gestattet.
Die Darstellung der Prozedur soll dabei im vorliegenden Arbeitsbericht nicht erfolgen. Aller-
dings erlaubt eine an den Algorithmus zur Ermittlung der heuristischen Losung angelehnte
Vorgehensweise ebenfalls die Bestimmung der relevanten Auspragungen der Entscheidungs-
variablen, Hierfiir wird vorgeschlagen, in bezug auf die FertigungslosgroBe sowie die ein-
zelnen m, eine als hinreichend genau erachtete Anzahl von Nachkommastellen zu definieren
und bei jeder Iteration die Rechenergebnissc auf die festgelegten Nachkommastellen zu
runden. Wenn des weiteren in Schritt 3 auf die Ermittlung der ganzzahlig optimalen Auspra-
gungen der m, verzichtet wird, dann stabilisieren sich die Werte der Entscheidungsvariablen
ausschlieBlich im globalen Kostenminimum. Der modifizierte Algorithmus konvergiert hierbel
mit einer endlichen Anzahl von Iterationsschritten im globalen Kostenminimum, da mit jeder
Iteration eine Verringerung der entscheidungsrelevanten Kosten einhergeht.
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s ln(z:)
+Z kR,s +k'1',s E((I;j .

B
s=1 e

. max(Xp) s
mit: LS:M fir s=1(1)S und z?! aus G-24 G-30
mm(xp)s,sﬁl
Eme grafische Darstellung des Verlaufes von K(x) bei Wahl der fiir jedes x
optimalen (nicht zwangsléufig ganzzahligen) m—Werte zeigt die Abbildung 7.

K

K(xSm* ME")

K(xgn™)

Xy !

,Gmu* G (@] 5 ’
Xopt Xgpgt 4

Abbildung 7: Verlauf der Funktion K (x) bei Beriicksichtigung stufenbezogener
Transporthaufigkeiten

Der Abbildung 7 ist zu entnehmen, daB bedingt durch die Konvexitatseigenschaften
der Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten fiir Auspragungen der Fertigungs-
losgroBe bis zum Erreichen des globalen Kostenminimums fallende Kosten gema8
G-30 zu verzeichnen sind, wihrend fiir LosgroBenwerte nach dem Uberschreiten
des globalen Optimums steigende Kosten K(x) auftreten. Aus dem konvexen Ver-
lauf der kontinuierlichen Kostenfunktion fiir x folgt, daB auBerhalb des globalen
Kostenminimums immer zwei Werte der Fertigungslosgrofe existieren, die zu den
gleichen Kosten fithren. In Abbildung 7 ist dieser Sachverhalt fiir die mit x, und x,
bezeichneten Auspragungen illustriert. Wird nun Ganzzahligkeit fur jedes Element
des Vektors M gefordert, dann stellen die kontinuierlichen Kosten der Gleichung
G-30 eine nicht zu unterschreitende untere Schranke fiir Losgrofien zu ganzzahligen
Vektoren M dar. Die Abbildung 7 zeigt dies fiir die FertigungslosgroBe der heuri-
stischen Losung.
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In Zusammenfassung der Betrachtungen des letzten Abschnitts kann festgestellt
werden, daB die im Rahmen der Heuristik verfolgte Vorgehensweise garantiert, dal
es unterhalb der LosgroBe der heuristischen AbschluBlsung keine Auspragungen
von x zu ganzzahligen Vektoren M gibt, die geringere Gesamtkosten verursachen.
Im Hinblick auf die Ermitlung der optimalen Losung des Planungsproblems folgt
hieraus, daB bis zu dem der heuristischen Losung entsprechenden LosgroBenwert
die Hohe der kontinuierlichen Kosten K(x) fiir die Losungsfindung keine Bedeu-
tung hat. Die Fertigungslosgrofie der heuristischen AbschluBlosung reprasentiert
demzufolge die untere Schranke des relevanten Lsungsraumes fiir mogliche ko-
stenverbessernde Losgrofen zu ganzzahligen Vektoren M.

Um fiir den relevanten Losungsraum eine feste obere Schranke zu etablieren, wiére
diejenige Losgrofe zu bestimmen, welche oberhalb der Fertigungslosgrofe der heu-
ristischen Losung die gleichen kontinuierlichen Kosten erbringt, wie die Abschluf}-
1osung der Heuristik (vgl- % in Abbildung 7). Dabei erscheint es jedoch nicht ohne
weiteres moglich, die Futktion K(x) hinsichtlich eines konkreten Kostenniveaus
nach x aufzulésen. Zur Optimierung des Modellansatzes wird daher die nachstehend

beschriebene Vcnrgehf:nsw"il*‘»e empfohlen.

Die Suche nach kostenverbessernden Planungslosungen beginnt in der unteren
Schranke des relevanten Losungsraumes, abgebildet durch die FertigungslosgroBe
der heuristischen Losung. In Riickgriff auf den vorhergehenden Abschnitt sei noch-
mals angemerkt, daB ein Vektor M fiir ein gewisses Losgrofenintervall optimal ist.
Gemil G-21 existiert allerdings nur genau eine Auspragung der Fertigungslosgro-
Be, die fiir einen gegebenen Vektor der Transporthaufigkeiten zu minimalen Kosten
fiihrt. Des weiteren konnft in Abschnitt 2.3.1 festgestellt werden, dab ein zusétz-
licher Transportvorgang ZVischen zwei korrespondierenden Stufen nur dann gerin-
gere von diesen Stellen zubeeinflussende Kosten Hy(m,) erbringt, wenn die fur alle
Stufen geplante Fertigungslosgrofe den entsprechenden Wert der Vergleichslos-
groBe mindestens iibersclreitet. Die genannten Feststellungen bedingen, daf} aus-
gehend von der verwendeten Startlosung eine eventuelle Kostenverbesserung immer
dann aufireten kann, wend sich eine hohere Losgrofie im Optimalititsbereich eines

veriinderten Vektors M befindet.

Bezogen auf die Ausgangslosung kann diese Moglichkeit zuerst bei der stufenbe-
zogenen Transporﬂlﬁuﬁgkeit auftreten, deren VergleichslosgroBe nach G-28 am
nichsten oberhalb des Stutwertes der LosgroBe liegt, da ein Anstieg der Trans-
porthiufigkeit m, zu einémn Anstieg der optimalen Fertigungslosgrofe nach G-21
fiihrt und die neue Losgrobe im jetzt veranderten Optimalitatsbereich des Vektors M

liegt bzw. liegen kann.
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Folglich sind zundchst ausgehend von dem Vektor M® der heuristischen Losung
alle stufenbezogenen VergleichslosgroBen zu ermitteln. Aus den berechneten Aus-
pragungen ist die kleinste auszuwahlen und die zugehorige Transporthaufigkeit um
eins zu erhohen. Fiir den sich ergebenden Vektor sind anschlieBend die optimale
FertigungslosgroBe sowie die entscheidungsrelevanten Kosten zu bestimmen.

Die Gesamtkosten dieser Losung sind jetzt mit den Kosten der heuristischen Ab-
schluBlésung zu vergleichen. Verursacht die errechnete Planungslosung geringere
Kosten, so ersetzt sie die heuristische Lsung als neue vorlaufige Optimallosung. Ist
dies nicht der Fall, so sind fiir den entsprechenden LosgroBenwert die konti-
nuierlichen Kosten mit G-30 zu berechnen.

Liegen diese Kosten iiber denen der Ausgangslosung, kann die Optimierungspro-
zedur, wie diskutiert, abgebrochen werden und die Optimallsung ist gefunden.
Sind die kontinuierlichen Kosten dagegen geringer als die Kosten der Startlosung,
so ist die anhand des Vektors M® der heuristischen AbschluBlésung dargelegte
Vorgehensweise nunmehr auf den neu ermittelten Vektor der Transporthaufigkeiten
anzuwenden. Allgemein ist demzufolge die betrachtete Vorgehensweise immer aus-
gehend von dem zuletzt errechneten Vektor M solange fortzusetzen, bis erstmals
nach einem Austauschschritt im Vektor der Transporthiufigkeiten festgestellt wird,
daB die kontinuierlichen Kosten dieses Vektors groBer sind als die Kosten der vor-
laufigen Optimalldsung. In diesem Fall wire eine ,,mdgliche” Kostenverringerung
durch einen weiteren Austauschschritt im Vektor M erst bei einer Auspriagung x
denkbar, die sich streng oberhalb des zuletzt berechneten Losgroffenwertes befindet.

Aufgrund des konvexen Verlaufes der Funktion K(x) konnte diese imaginire Ko-
stenverbesserung erst bei einem x auftreten, dessen kontinuierliche Kosten bereits
hoher sind als die der zuletzt untersuchten Losung. Da durch K(x) per Definition die
fiir eine gegebene Losgrofe nicht zu unterschreitenden Kosten abgebildet werden,
ist daher gewihrleistet, daB es keine weiteren FertigungslosgroBen zu ganzzahligen
Vektoren M gibt, die geringere entscheidungsrelevante Kosten erbringen, als die bis
dahin vorlaufige Optimallosung. Sie reprasentiert damit die optimale Losung des
Planungsproblems. Nachstehend ist die zur Ermittlung der Optimalldsung aus-
gehend von der heuristischen AbschluBlosung anzuwendende schrittweise Vor-
gehensweise nochmals formalisiert angegeben.
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Algorithmus zur Ermittlung der optimalen Losung des Planungsproblems

Schritt 1:
— Setze: - Rop =xg0"

- g gy =mé fiir s=1(1)S

- Ropt = K(:xS34" ME") mit: M&" = {m%‘,mg‘,...,mg‘
-1=0

- Setze mg; =mf fiir s=1(1)S.

Schritt 2:
— Bestimme X;NG(I’fls’i;ﬁls,i +1) zu mg; fir s=1(1)S in G-28.

Schritt 3:
" WG w & )
- Wihle x; G(ms,i;ms,i +1) =min(x)" °; x30;....;x80).

-

—msji‘:rﬁs,i far Sfﬁj
- Setze: fiir s=1(1)S.

~Mgjy =Mg; +1  fiir s=j
—1=1+1
Schritt 4:
~ Bestimme (%) = xS5V(kg) mit M; = {r’ﬁu,rﬁzj,‘..,r’ﬁs,i}inG-Zl.
— Bestimme K;(%;.M;)in G-17.
Schritt 5:
~ Test: K; <I’H{OP‘
- Fallsja:  Setze: - X, =%;
- i =mg;  fur s=1(1)S
-Kopt = K(%;: M) .
- Gehe zu Schritt 2.
- Falls nein: Bestimme K(%;)n G-30.
-Test : K(%;) > K opy
- Falls ja: Gehe zu Schritt 6.

- Falls nein:Gehe zu Schritt 2.

Schritt 6:
- Setze x?ﬁ?“ =Xoprund m§ oy =gy fiir s=1(1)S sowie K = Kopi -

- Stop
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2.4 Veranschaulichung durch ein numerisches Beispiel

Im Rahmen dieses Abschnittes werden die beiden Varianten des im vorliegenden
Arbeitsbericht entwickelten Modellansatzes anhand eines Zahlenbeispieles veran-
schaulicht. Fiir eine innerhalb einer mehrstufigen Serienfertigung hergestellte Pro-
duktart sollen dabei die folgenden Parameterwerte gelten:3!

Xps CLs kgrs kTs
Stufe 1 2040 0.5 10 1
Stufe 2 5000 0.5 18,3 9
Stufe 3 4000 0,04 15 5
Absatz 1000

Tabelle 1: Parameterwerte des Zahlenbeispieles

Im Planungszeitraum, der T = 1 Zeiteinheit umfaBt, ist ein Bedarf an B = Xp.4° T=
1000 - 1 = 1000 Mengeneinheiten des Gutes zu befriedigen.

Optimale Losgrofenpolitik bei einer identischen Transporthaufigkeit

Zur Ermittlung der Planungslosung ist auf den von GOYAL vorgeschlagenen itera-
tiven Algorithmus zuriickzugreifen. Hierfiir sind ausgehend von m = 1 die entschei-
dungsrelevanten Kosten mit G-19 zu berechnen. Die den zu untersuchenden Trans-
porthidufigkeiten entsprechenden Kostenwerte sind der Tabelle 2 zu entnehmen.

m K(m)
1 268,89
2 226,82
3 220,24
4 224,20

Tabelle 2: Optimierungsrechnung bei einer identischen Transporthaufigkeit

31 Die Parameterwerte des numerischen Beispieles sind entnommen aus: Goyal/Szendrovits, Lot

Size Model, 1986, S. 209 bzw. Szendrovits/Drezner, Multi-Stage Production, 1980, S. 628.
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Die Tabelle 2 zeigt auf, daB ausgehend von der kleinsten zuldssigen Transporthiu-
figkeit m = 1 vorerst die Kosten gemdf G-19 bei den jeweils nichsthéheren Auspri-
gungen der Transporthaufigkeit fallen. Fiir m = 4 ergibt sich erstmals ein Kostenan-
stieg gegenilber dem néichstkleineren Wert m = 3. Die letztere Auspragung geniigt
damit der definierten Optimalitatsbedingung G-20 und reprisentiert folglich die
optimale ganzzahlige Transportanzahl.

Die Berechnung der im Rahmen des Losungsalgorithmus zu bestimmenden Kosten-
groBen wird exemplarisch fir die ganzzahlige Optimallosung verdeutlicht. Bei drei
Transporten fiir alle Stufenpaare ergeben sich die Kosten nach G-19 zu:

5000
(10+1-3+183+9.3+15+5.3).| O2_. 2040 +l-[ L . 1)-0,5-+
5000 (spp0) 2 L2040 5000
=1 4
(2040)
K(m = 3) =1000-1-
5000 4000 _,
L 05 3000 +l.( 1 1]_0 1004 7000 +l.(1 -H]_)-o,m
5000 (5000)3_] 2 14000 5000 4000 [4000)34 2 \1000 4000
4000 1000

K(m = 3) =22024

Bei einer Transportanzahl von m = 3 resultiert anhand von G-18 eine kostenmini-
mierende FertigungslosgroBe von:

(10+1-3+183+9:3+15+5-3)

XGIP(m = 3) =
5000 __ 5000
05 2040 _ 1'( ) ) 05 4000 1,[ 1 __1_)0
5000 (5000]3 *2 (2020 5000) "% || 5000 (5000)3 1*2 2000~ 5000) 7 |*
2040) 4000 |
1 4000 _
4| 201000 +1-[ LI )-0,04
4000 (4003)3 2 (1000 ~ 4000
| 1000) !

xS (m = 3) = 80187

Um die jeweils drei TransportlosgroBen bestimmen zu konnen, ist es zundchst not-
wendig die relevanten Groen der kleinsten Transportlose mit G-13 zu berechnen.

5000 5000 _,
2040~ _ 2 - —4000 21033
. =801,87- =84,78 . =80187 3
9Min P 3 IMin 50003 ” —_—

i RO
2040 4000
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‘liﬁn (

Ausgehend von diesen Werten leiten sich die korrespondierenden zwei weiteren
Transportlosgrofen gemaB G-12 ab, indem bis m = 3 die Auspragung des jeweils
nichstkleineren Transportloses mit dem zugehorigen Quotienten aus maximaler und
minimaler Produktionsgeschwindigkeit multipliziert wird. Im Hinblick auf die kon-
krete Reihenfolge der Beforderung der einzelnen Transportlose ist zn beachten, daB
das Lager zwischen Stufe eins und zwei ein ZerreiBlager darstellt und daher die
berechnete kilemste Transportlosgréfie das letzte Transportlos emner fallenden geo-
metrischen Reihe reprasentiert. Die Aufteilung des gesamten Fertigungsloses auf die
drei Transportlose in bezug auf die drei relevanten Transportlosreihenfolgen ver-
deutlicht die Tabelle 3.

s ai a3 a3

1 50929 | 20779 | 84.78
2 210,33 262,91 328,63
3 38,18 152,74 610,95

Tabelle 3: Transportlosgrofien des numerischen Beispieles bei einer identischen
Transporthaufigkeit32

Optimale Losgrofienpolitik bei stufenbezogenen Transporthaufigkeiten33
e Ermittlung einer heuristischen Losung
Schritt 1: Initiierung der Losungssuche

Esgiltt —i=1 — mgy =1 fiir s=1(1)3

32 Die Summe der TransportlosgroBen der ersten Transportlosreihenfolge ergibt einen um 0.01
geringeren Wert als die weiterzuleitende FertigungslosgroBe. Diese Differenz wird verursacht
durch die Rundung der Rechenergebnisse auf zwei Nachkommastellen.

33 Im folgenden werden die Rechenergebnisse ebenfalls auf zwei Nachkommastellen gerundet.
Wird ein bereits ermittelter Wert in einer nachfolgenden Berechnung nochmals verwendet,
dann wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit das auf zwei Nachkommastellen gerundete Er-
gebnis angegeben. Der konkreten Berechnung liegen allerdings dic numerisch exakten Werte

zugrunde.



s i i il e el . s et i 8

iibia bl | v

i

2 Planung der Fertigungslosgripe fir mehrstufige Produktionssysteme 33

Schritt 2: Bestimmung der optimalen Fertigungslosgrofie fir den Startvektor der
Transporthaufigkeiten’#

(10+1-1+183+9-1+15+5-1)

05-1 1(1 1) 0,5-1 1[1 1)
L = ; Ly L -0
{50005 2040~ 5000 05}[50005 2000 30000 " |*

d °=°4'1+l_[ 1 J-o,m
4000 2 \1000 4000

X] = Xgm (1) = = 43363

e

Schritt 3:

Ermittlung der optimalen stufenbezogenen Transporthaufigkeiten gemaf$ G-22 unter
Verwendung der Gleichungen G-23 und G-24 fiir den berechneten Losgrofienwert

5000 J [5000] :
[—~1 ‘In -05- (433,63 2
2 ol i 2646  |(2646
¥ w2 A il = 2646 2t =00, [-—) ~1=26/42
G e In(2642)
™1 1,0pt(*1) = [5000] ol
n ——
2040

Entsprechend der obigen Berechungsweise ergeben sich die optimalen reellwertigen
Transporthaufigkeiten fiir das zweite und dritte Stufenpaar zu:

) opt (1) = 152 ) opt(X1) = 085

Bestimmung der optimalen ganzzahligen stufenbezogenen Transporthaufigkeiten
mfmpt(x{) =3652 {mfl!opt(x{ )= 3,65} +05=> 1y =4

) opt (1) =1522 | m§) () =152 |+05 = gy =2

mfl,opt{xh =085<1 =m3]=1

Schritt 4: Vergleich des Ausgangsvektors der Transporthdufigkeiten mit dem ermit-
telten Vektor

myp =1y =4 m)=1%g)=2 m3]=1=f3] =1

34 Fir m;,, = mil = mi] =lergeben sich dic ecinzelnen stufenbezogenen Ausdricke
As(@3g-ms1) [G-13] in G-18 jeweils zu eins. Dieser Sachverhalt ist in der angegebenen Be-
rechnung bereits beriicksichtigt.
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Es zeigt sich, dal} die korrespondierenden stufenbezogenen Tramsporthiufigkeiten
nicht fiir jedes Stufenpaar eine Ubereinstimmung aufweisen. Somit ist zu konstatie-
ren, daBl der Startwert der Fertigungslosgrofie bereits im Optimalititsbereich des neu
ermittelten Vektors der Transporthaufigkeiten liegt und folglich dieser Vektor fir
die Ausgangslosgrofie die geringsten erreichbaren Gesamtkosten erbringt.

Damit ist eine weitere Iteration beginnend mit Schritt 2 notwendig und es gilt:

m;z:ﬁ"l]’l=4 m;z:ﬁl2~1=2 m;g:ﬁ]ll:l SOWiCi=1+1=]+1=2

Die Ergebnisse der zweiten Iteration sind der Tabelle 4 zu entnehmen.

%3 = 665,71
s M5 opt (2 L fhs 2 mg2
1 4,56 - 5 4
2 2,32 702,92 2 2
3 1,23 790,57 1 1

Tabelle 4: Ergebnisse der zweiten Iteration der Heuristik bei stufenbezogenen
Transporthaufigkeiten

Die in der Tabelle 4 aufgefiihrten optimalen reellwertigen stufenbezogenen Trans-
porthaufigkeiten verdeutlichen, daB im Gegensatz zur ersten Iteration nunmehr fiir
das zweite und dritte Stufenpaar die entsprechenden VergleichslosgroBenwerte nach
G-28 zur Bestimmung der optimalen ganzzahligen Transportanzahl berechnet
werden miissen. Exemplarisch wird die anzuwendende Vorgehensweise der Berech-
nung fiir das zweite Stufenpaar gezeigt.

Die m§, ,,(x3)=232 direkt benachbarten ganzzahligen Transporthaufigkeiten sind 2

und 3. Mit diesen beiden Werten ergibt sich die entsprechende stufenbezogene Ver-
gleichslosgréfie anhand von G-28 zu:

| 9-5000

xy G (2:3) = =702,92

1 1 e
Jo,s-(l,zs—n‘[(m)z e PrE _]]

Zur Ermittlung der ganzzahlig optimalen Transportanzahl ist jetzt der berechnete
VergleichslosgroBenwert x; gegeniiberzustellen. Hierbei ergibt sich:

x5 = 665,71 < X3 0 (2;3) = 702,92 = thg 2 = 2
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Da durch die fiir alle drei Stufenpaare geplante FertigungslosgriBe der errechnete
Wert der VergleichslosgroBie noch nicht iiberschritten wurde, sind beziiglich des
zweiten Stufenpaares weiterhin zwei Transporte kostenminimierend. Der fiir das
zweite Stufenpaar dargestellten Vorgehensweise folgend kann in analoger Weise die
ganzzahlig optimale Transporthaufigkeit fiir das dritte Stufenpaar bestimmt werden.

Anhand der in Tabelle 4 angegebenen Ergebnisse erbringt der Vergleich des Aus-
gangsvektors der Transporthdufigkeiten dieses Iterationsschrittes mit dem ermuittel-
ten Vektor das folgende Resultat:

my2=4%my=>5 mys=2=fhyy =2 m3o =1=f3y =1
2 2 2,2 2.2 2 2

Da fiir das erste Stufenpaar die korrespondierenden Transporthaufigkeiten keine
Identitit aufweisen, ist nochmals eine Iteration erforderlich. Hierfiir gilt:

mT,3=ﬁu,2=5 m5,3=ﬁ12,2=2 m53=ﬁ133=150Wi8i=i+1=2+I:3

Die Ergebnisse der dritten Iteration gibt die Tabelle 5 wieder.

X3 = 675,73
s mg3 opt (%3) pa fis 3 mg3
1 4,59 - 5 5
2 2,36 702,92 2 2
3 1,25 790,57 1 1

Tabelle 5: Ergebnisse der dritten Iteration der Heuristik bei stufenbezogenen
Transporthaufigkeiten

Anhand der in Tabelle 5 angefithrten Resultate kann festgestellt werden, daff nach
der dritten Iteration fiir alle drei Stufenpaare gilt: mg3 = ;3. Demzufolge verursacht
fiir die mit diesem Vektor der Transporthiufigkeiten kalkulierte FertigungslosgroBe
kein anderer Vektor geringere entscheidungsrelevante Kosten. Die entsprechenden
Ausprigungen der Entscheidungsvariablen reprisentierten folglich die heuristische
Losung. Damit kann die Heuristik beendet werden, indem zu Schritt 5 gegangen
wird.
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Schritt 5: Definition der heuristischen Losung und Berechnung der entscheidungs-
relevanten Kosten gemdf G-17

* * *
m§ =5 m§ =2 mé =1 xom" = 67526
5000
Gmu® s rz® 67526-05 2040 675.26 1 1
Kl x MEBT ] = . 1000 + : - -0,5-1000 |+
(}“’P‘ J 5000 (5000)5 2 \Zoa0 3000 7
—| =1
2040
5000
67526-05 i
+|S2526:05 400 _10m+67525.( d e 'J-o,mooo:r
5000 (5000]-— 2 4000 5000
a000) !
4000
67526-004 1000
.| 67526-004 1000 _1000_'_575,26_( 1 _ }].0,(}4.1000+
4000 [400())1 2 \1000 4000
1000/ ~
+(10+1-54+183+9.2+15+5-1)- 3000
67526

K{G" ME") = 21103

Wenn die im Rahmen der Heuristik innerhalb der ersten und zweiten Iteration be-
trachteten Vektoren der Transporthdufigkeiten als Planungsparameter angesehen
werden, dann ist es moglich, fur die drei relevanten Vektoren jeweils eine Gesamt-
kostenfunktion nach G-17 zu bestimmen. In grafischer Form zeigt die Abbildung 8
(Abbildung 9) die Kostenfunktionsverliufe fiir die zwei Vektoren der Transporthdu-
figkeiten der ersten (zweiten) Iteration, wobei als separate FertigungslosgroBen-
werte die mit dem entsprechenden Vektor korrespondierenden optimalen LosgroBen
in den beiden Diagrammen gekennzeichnet sind.

Die zwei Diagramme illustrieren noch einmal in grafischer Form die Arbeitsweise
der Heuristik, wie sie theoretisch bereits in Abschnitt 2.3.1 diskutiert wurde (vgl.
dazu auch Abbildung 5). Aus den Abbildungen 8 und 9 ist zu entnehmen, dafb
sowohl firr die in der ersten wie auch in der zweiten Iteration analysierte Ferti-
gungslosgroBe gilt, daB ein anderer als der zur Kalkulation verwendete Vektor der
Transporthaufigkeiten die geringsten fiir diesen Losgrofenwert erreichbaren ent-
scheidungsrelevanten Kosten verursacht. Hierbei wird deutlich, daf fiir den jeweils
neu ermittelten Vektor der Transporthaufigkeiten allerdings die ihm entsprechende
optimale FertigungslosgroBe eine weitere Verringerung der Gesamtkosten ermog-
licht.
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Abbildung 8: Kostenfunktionsverlaufe der ersten Iteration der Heuristik bei
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Abbildung 9: Kostenfunktionsverldufe der zweiten Iteration der Heuristik bei

stufenbezogenen Transporthaufigkeiten
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o Ermittlung der Optimallisung
Schritt I:

Definition der vorlaufigen Optimallosung
Ropt =Xom" = 67526

Ropt = K[xGGI’,{‘“',MS'] =21103

Initiierung der Suche nach kostenverbessernden Losungen

. ‘ ) " ) . )
Es gilt:  i=0 fig =mj =5 fig0 =m5 =2 30 =m5 =1

Schritt 2: Bestimmung der stufenbezogenen Vergleichslosgrofen auf Basis des Vek-
tors M&" ={52.1} mit G-28

In bezug auf das erste Stufenpaar ist als VergleichslosgroBe der Wert zu bestim-
men, bei dem fiir diese beiden aufeinanderfolgenden Stufen 5 und 6 Transporte hin-
sichtlich der durch die jeweilige Transporthaufigkeit beeinfluBbaren entscheidungs-
relevanten Kosten (G-25) gleichwertig sind. Entsprechend der bereits im Rahmen
der Heuristik dargestellten Berechnungsweise ergibt sich der gesuchte Wert zu:

x VG (5.6) = 1006,67

Fiir das zweite und dritte Stufenpaar sind die relevanten VergleichslosgroBen mit
den in der Tabelle 5 angegebenen Werte identisch. Sie lauteten:

xy 0 (2:3) = 702,92 x3' 0 (1,2) = 790,57
Schritt 3: Auswahl der zu erhohenden Transporthaufigkeit

mm[x}m (56%xy C@:3nxy O (1;2}]= minf(1006,67), (702,92); (790,57)] = 702,92 = X3 © (2;3)

Damit resultieren als zu analysierende Auspragungen der Transporthaufigkeiten:

myy =35 my ) =3 3] =1 Es gilt: i=i+1=0+1=1

Schritt 4: Berechnung der optimalen Fertigungslosgrope fiir den definierten Vekior
der Transporthdufigkeiten mit G-21 und Ermittlung der entscheidungs-
relevanten Kosten gemafy G-17

71 = XV (5:31) = 762,99 K1(k1.M) = 21049
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Schritt 5: Kostenvergleich mit der vorlaufigen Optimallésung

K] =21049 < Kgpy = 211,03

Anhand des Kostenvergleiches wird deutlich, daB die Abschlufilosung der Heuristik
ein Suboptimum der entscheidungsrelevanten Kosten kennzeichnet. Daher ist sie

durch die soeben berechnete Losung als vorliufige Optimallosung zu ersetzen.
Demzufolge gilt:

iopl =762.99 1'i:ll,c:;pt =3 tﬁg,opt =3 ﬁl—’%ﬂpt =1 Kopl =21049

Da sich im vorliegenden Fall eine Berechnung der Kosten X(x;)als nicht notwendig
erweist, 1st zu Schritt 2 zuriickzukehren.

Die Ergebnisse der zweiten Iteration sind in der Tabelle 6 enthalten.

S X:VG rni.n(:icsWG ) Tilg )
1 1006,67 - 5
2 1006,43 — 3
3 790,57 790,57 2

% R(o.¥p) | KGa)

810,23 210,56 209,17

Tabelie 6: Ergebnisse der zweiten Iteration der Optimierungsprozedur bei
stufenbezogenen Transporthdufigkeiten

Es zeigt sich, daB die entscheidungsrelevanten Kosten beziglich des i der zweiten
Iteration bestimmten Vektors der Transporthaufigkeiten in Verbindung mit der kor-
respondierenden optimalen FertigungslosgroBe hoher sind als die der vorldufigen
Optimallosung (K qp = 21049 ). Somit ist es erforderlich, die zugehdrigen Kosten K(xz)

zu kalkulieren. Um diese KostengroBe berechnen zu konnen, sind zundchst die
stufenbezogenen Ausdriicke z¢ mit G-24 unter Nutzung von G-23 zu ermitteln.

5000 ) [5000] 2
[—-1 -In| =——-0,5-(810.23) 2
2040 2040 + 8739 (87,39) -
Y =2 =8739 zt=-—""" 4 |l ——| -1=8738
e 15000 L 157 ohdads

Ensprechend dieser Berechnungsweise lauten dic Werte fiir z3 und z3:

Z5 =187 23 =732
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Unter Verwendung von z;, z; und z} lassen sich die kontinuierlichen Kosten K(x)
fiir %, =81023 nach G-30 wie folgt angeben:

I

5000 _,
PR 81023-05 2040 810,23( ] 1 )
= s ¥ - -, '0 '1000 +
K(x2) 5000 (m s a 5000)] =-1000 + 5 5080 5000 5 b
&7 )/ 2040
(5000) 1
2040
[
5000 _,
81023-05 4000 81023 [ 1 1 )
; . -1 . - -0,5-1000 } +
T s000 T 5000 000+ G000 ~S000) O 1%
ln(l,S'f)/ln[—
4000
(5000) o
4000
\ J
4000 |
,81023-004 1000 ) 310,23.( 11 )_0‘04_1000”
4000 [m732 / h{.qoog)] 2 \1000 4000
& } 1000
[4000) »
1000
In(87,38) In(187) In(7,32) | 1000
+10+1—]n[w]+18,3+9-—-—-——-—-—m(50m]+15+5 h(mmj 81023
2040 4000 1000

K(5p)=209,17
Weil dieser Kostenwert unter den Kosten der vorlaufigen Optimallsung liegt
(K(R2)=209.17 < Kgpy =21049 ), kann nicht ausgeschlossen werden, daB in Richtung

hoherer Werte der FertigungslosgroBe kostenginstigere Losungen zu ganzzahligen
Vektoren der Transporthiufigkeiten existieren.
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Demzufolge 1st eine weitere von Schritt 2 ausgehende Iteration notwendig. Die Er-
gebnisse der dritten Iteration sind der Tabelle 7 zu entnehmen.

s x 0 mm(x:"fﬁ) Mg 3
1 1006,67 - 5
2 1006,43 1006,43 4
3 1811,42 - 2
X3 K(§‘3=M3) K(%s)
882,61 213,68 210,48

Tabelle 7: Ergebnisse der dritten Iteration der Optimierungsprozedur bei
stufenbezogenen Transporthdufigkeiten

Die in der Tabelle 7 angefiihrten Resultate verdeutlichen, daB die entscheidungsrele-
, vanten Kosten des in dieser Iteration analysierten FertigungslosgroBenwertes in Ver-
bindung mit dem zur Kalkulation verwendeten Vektor der Transporthaufigkeiten
iiber den entsprechenden Kosten der vorldufigen Optimallésung liegen. Da aller-
dings die kontinuierlichen Kosten nach G-30 fiir diese Losgrofie unter den Kosten
der vorldufigen Optimallésung aufzufinden sind (K(%3) =21048 <K =21049),
kann die Existenz kostenverbessernder Losungen zu ganzzahligen Vektoren der
Transporthaufigkeiten in Richtung hoherer Ausprigungen der FertigungslosgroBe
nicht ausgeschlossen werden. Daher ist nochmals eine in Schritt 2 beginnende Itera-
tion durchzufiihren, deren Ergebnisse in der Tabelle 8 enthalten sind.

‘; S XLNG min(x?ﬁ) Ms4
1 1006,67 1006,67 6
2 1320,74 - 4

' 3 1811,42 - 2

[ %4 K(i4,ﬂ4) K(%4)

E 890,92 213,94 210,68

!

|

Tabelle 8: Ergebnisse der vierten Iteration der Optimierungsprozedur bei
} stufenbezogenen Transporthdufigkeiten



42 2 Planung der Fertigungslosgrafe fir mehrstufige Produktionssysteme

Es zeigt sich, dafl nach der in dieser Iteration erfolgten Erhohung der Transport-
anzahl des ersten Stufenpaares konstatiert werden kann, daB fiir die untersuchte
Losung sowohl die entscheidungsrelevanten Kosten beziiglich des ganzzahligen
Vektors der Transporthaufigkeiten, wie auch die relevanten kontinuierlichen Ko-
sten hoher sind als die Kosten der vorliufigen Optimallosung
(K(x4)=210,68> Kopt =21049 ). Somit kann nunmehr ausgeschlossen werden, daB
bei hoheren Werten der Fertigungslosgrofie kostengiinstigere Losungen zu ganzzah-
ligen Vektoren der Transporthiufigkeiten auftreten konnen. Demzufolge kennzeich-
net die bisherige vorlaufige Optimallosung die tatsichlich optimale Losung. Damit
1st die Losungssuche beendet, und es ist zu Schritt 6 zu gehen.

Schritt 6: Definition der Optimallésung des Planungsproblems

Xg' =76299 mf =5 g =3

opt = m2,0pt =] KMm =210,49

m3 opt —

Grafisch veranschaulicht die Abbildung 10 noch einmal die Vorgehensweise der
Losungsfindung im Rahmen der Optimierungsprozedur.
K A

214 | -

213 |

2].2 - \

211

210 +

209 F

Gmu*: GgO! | Gmu L . .
Xopt @ x::)pt : xopt .5 Xq: 1X4

208 1 I 1 L 1 1 il 1 A L 1 1 ’
550 580 610 640 670 700 730 760 790 820 850 880 910 940 «x

Abbildung 10: Losungsfindung im Rahmen der Optimierungsprozedur bei
stufenbezogenen Transporthaufigkeiten

In der Abbildung 10 wurde anhand der gegebenen Planungsparameter der fur die
Optimierungsprozedur relevante Abschnitt der kontinuierlichen Kostenfunktion fir
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x dargestellt. Als diskrete Datenpunkte sind ausgehend von der FertigungslosgroBe
der heuristischen Losung alle innerhalb der Optimierungsprozedur ermittelten Los-
grofenwerte sowie die Auspragung der Fertigungslosgrofe im globalen Kosten-
minimum hervorgehoben.35 Die Abbildung 10 illustriert zunachst nochmals in gra-
fischer Form, daB durch die kontinuierlichen Kosten K(x) fiir einen gegebenen Wert
der Fertigungslosgrofie eine micht zu unterschreitende untere Schranke der erziel-
baren minimalen entscheidungsrelevanten Kosten im Vergleich zu den erreichbaren
Kosten hinsichtlich des mit diesem LosgroBenwert korrespondierenden ganzzah-
ligen Vektors der Transporthdufigkeiten abgebildet wird. Der eingezeichnete Pfeil
in Abbildung 10 macht deutlich, daff die kontinuierlichen Kosten der im Rahmen
der Optimierungsprozedur zuletzt betrachteten Ausprigung der Fertigungslosgrofe
bereits iiber den Gesamtkosten der bis dahin vorliufigen Optimallésung liegen. Es
ist hierbei ersichtlich, daf aufgrund des konvexen Verlaufes der Funktion K(x)
ausgeschlossen werden kann, daB oberhalb der zuletzt analysierten LosgroBe wei-

tere FertigungslosgroBen zu einem ganzzahligen Vektor der Transporthdufigkeiten
existieren, die geringere Gesamtkosten verursachen kénnen.

Fiir die berechnete Planungslosung ergeben sich die Gréfien des jeweils kleinsten
Transportloses der drei Transportlosreihenfolgen entsprechend der bei Betrachtung
einer identischen Transporthdufigkeit vorgestellten Berechnungsweise gemaB G-13
zu:

3
Qhg = 1266 a3gip = 20013 Agip = 76299

Ausgehend von diesen Werten bestimmen sich fiir die erste bzw. zweite Transport-
losreihenfolge die 4 bzw. 2 weiteren TransportlosgroBen entsprechend G-12, wobei
in Analogie zur Bestimmung der optimalen Losgrofienpolitik bei einer identischen
Transporthaufigkeit zu beachten ist, daB das Lager zwischen Stufen eins und zwei
ein ZerreiBlager ist. Unter Beriicksichtigung der konkreten Reihenfolge der Trans-
portweitergabe teilt sich damit das gesamte Fertigungslos auf die in der Tabelle 9
angegebenen TransportlosgroBen auf.

35 Die Ausprigungen der Entscheidungsvariablen im globalen Kostenminimum lauten:

: 0
xﬁﬁo =75104; myBO =482 mgt =2,61; mgE" =135 sowie K[xf&o,mgﬁ ] = 20880 .
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s a a3 a3 az | 95
1 456,85 | 186,40 | 76,05 |31,03 | 12,66
2 200,13 | 250,16 | 312,70 | - -
3 762,99 | - - - =

Tabelle 9: Transportlosgrofen des numerischen Beispieles bei stufenbezogenen
Transporthaufigkeiten

Ein Kostenvergleich der beiden betrachteten Varianten des vorgestellten Modell-
ansatzes weist bei Planung stufenbezogener Transporthaufigkeiten eine Kosten-
ersparnis gegeniiber der Planung einer identischen Transporthaufigkeit fiir alle Stu-
fen aus. Sie hat eine Héhe von:

R0A=IN0AD 06445 .
22024 el

Erfolgte im Gegensatz zu den vorhergehenden Ausfithrungen in einem Fertigungs-
system bisher die Planung der FertigungslosgroBe bei stufenbezogenen Transport-
haufigkeiten unter der Primisse, daB zwischen jeweils gekoppelten Stufen nur
gleich grofe Transportlose beférdert werden konnen, dann erméglicht ein von
SZENDROVITS/DREZNER unter sonst vergleichbaren Annahmen entwickelter
Modellansatz die Generierung der zu realisierenden Planungslosung, auf den bereits
zu Beginn dieses Abschnittes verwiesen wurde.36 Auf Grundlage der Parameter-

konstellation diese Beispieles lautet die Optimallosung fir das Modell von SZEN-
DROVITS/DREZNER:37

XS = 639,72 mf ot =6 m§ oot =2 m oot =) KnGg = 226,04

1

] 2.2 3
q] =g} =g} = ¢} = q} = g} = 10662 4} =q3 =36986  q) =639,72

Es wird deutlich, daB, falls das Fertigungssystem des Beispieles die entsprechenden
Freiheitsgrade aufweist, durch die Weiterleitung unterschiedlicher Transportlose
zwischen den Stufen bei gleichzeitiger Planung stufenbezogener Transporthaufig-
keiten eine Kostenreduktion von:

36 gl Szendrovits/Drezner, Multi-Stage Production, 1980, S. 623ff.

37 Vgl. Szendrovits/Drezner, Multi-Stage Production, 1980, S. 628f. oder Goyal/Szendrovits,
Lot Size Model, 1986, S. 209.
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226,04 -210,49

100 = 6.88%
226,04 W =G4

gegeniiber der Beforderung identischer Transportlose zwischen jeweils korrespon-
dierenden Stufen entsprechend dem Amnsatz von SZENDROVITS/DREZNER
realisiert werden kann. Hierbei gelingt der Beweis, dafl durch die Planung der
Weitergabe unterschiedlicher TransportlosgréBen zwischen den einzelnen Stufen-
paaren bei gleichzeitiger Beriicksichtigung stufenbezogener Transporthaufigkeiten
basierend auf dem in diesem Arbeitsbericht vorgestellten Modellansatz gegeniiber
der Optimallgsung des Modells von SZENDROVITS/DREZNER niemals héhere
entscheidungsrelevante Kosten verursacht werden.38

Interessanterweise gilt fiir das Zahlenbeispiel ebenfalls, daB auch die Planung einer
identischen Transporthaufigkeit fiir alle Stufenpaare bei Weiterleitung sich unter-
scheidender Transportlose zwischen den aufeinanderfolgenden Stufen die ent-
scheidungsrelevanten Kosten um:

226,04 - 22024
_@1_'__ 1m = '1,570/3
2261[14 —_—

im Gegensatz zur Planung identischer Transportlose unter Beriicksichtigung stufen-
bezogener Transporthéufigkeiten vermindert.

Es ist darauf hinzuweisen, daB die durchgefiihrten Kostenvergieiche nur in bezug
auf das analysierte Beispiel eine vollstindige Aussagekraft besitzen. Welche Ko-
stenreduktion durch die Planung stufenbezogener Transporthaufigkeiten bei Weiter-
gabe unterschiedlicher Transportlose im Rahmen einer konkreten Planungssituation
im Vergleich zu den beiden anderen angesprochenen Modellansitzen tatsachlich er-
reicht werden kann, ist jedoch von den speziellen Auspragungen der Planungspara-
meter abhiingig und kann daher nur unter Kenntnis der spezifischen Daten des Ferti-
gungssystems beurteilt werden.

38 Vgl Goyal, Optimum Production Quantity, 1977, S. 869f. Nur fir den Fall, daB dic Pla-
nungsparameter nicht mehr als einen Transport zwischen allen relevanten Stufen zulassen,
resultieren dic beiden Modellansitze in den gleichen entscheidungsrelevanten Kosten.
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In der Literatur diskutierte statische LosgroBenmodelle unterscheiden bisher nahezu
ausschlieBlich nur die Alternativen einer ,,offenen* oder ,, geschlossenen* Ferti-
gung beziiglich der Weitergabe der auf einer Stufe bearbeiteten Produkteinheiten
eines Fertigungsloses zu einer nachgelagerten Stelle. Im Gegensatz dazu gestatten
die beiden, im vorliegenden Arbeitsbericht dargestellten Planungsansitze eine Er-
weiterung des Entscheidungsproblems um die TransportlosgroBenplanung. Neben
der Fertigungslosgrofie gilt es die Ausprigungen der Transportlose zu bestimmen,
um eine Minimierung der entscheidungsrelevanten Kosten zu erreichen. Hinsicht-
lich der Gestaltung der einzelnen Transportlosgrofen wurde auf einen Vorschlag
von GOYAL zuriickgegriffen, der vorsieht, daB sie sich entsprechend einer geome-
trischen Reihe entwickeln. Umfangreiche Literaturrecherchen der Autoren ergaben
dabei, dabB vergleichbare Modellansitze, die sich in einer unkapazitierten Sichtweise
mit dem Planungsproblem beschiftigen, in der Literatur bisher nicht verfiigbar zu
sein scheinen.

Die Ermittlung der optimalen Planungslosung ist unter der Annahme einer iden-
tischen Transporthaufigkeit fiir alle Fertigungsstufen mit einem vergleichsweise ge-
ringen Aufwand moglich, da der zur Losungsfindung verwendete Algorithmus eine
relativ einfache Struktur besitzt. An Komplexitit gewinnt das Entscheidungspro-
blem, wenn die Festlegung stufenbezogener Transporthaufigkeiten zuldssig ist, wo-
durch die entscheidungsrelevanten Kosten reduziert werden konnen. Die beiden

hierbei zur Losungsfindung herangezogenen Algorithmen erfordern einen zum Teil
erheblichen Aufwand, der in praktischen Anwendungen unter Wirtschaftlichkeitsge-
sichtspunkten kritisch zu hinterfragen ist.

Die zwei vorgestellten Modellansitze kénnen im Rahmen realer Planungssitua-
tionen zur Festlegung der Fertigungs- und TransportlosgroBen hilfreich sein. Aller-
dings ist explizit darauf hinzuweisen, daf die Optimallosungen der beiden Modell-
varianten nur dann die optimalen Ausprigungen der Entscheidungsvariablen eines
realen Planungsproblems kennzeichnen, wenn das zu betrachtende Fertigungs-
system durch die formulierten Modellpramissen hinreichend genau abgebildet wird.
Ist dies nicht der Fall, entstehen durch die Anwendung des Modells nicht notwen-
dige, weil vermeidbare Kosten. Die Planungsansitze besitzen somit nur unter den
spezifizierten Modellannahmen Giiltigkeit. Hierbei ist festzustellen, daB das reale
Entscheidungsproblem einer Vielzahl von zum Teil komplexen Beeinflussungsfak-
toren unterliegt, die aufgrund der definierten Pramissen keine Beriicksichtigung im
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Rahmen der Modellierung des Planungsproblems gefunden haben. Als Hauptkritik-
punkte an dem Modell sind zu nennen:

Aufgrund der Abbildung der Entscheidungssituation durch ein szatisches Mo-
dell weisen die Planungsansitze Schwiachen im Hinblick auf die Beriicksich-
tigung der zeitlichen Dynamik auf. Von deterministischen Schwankungen der
ModellgroBen im Planungszeitraum wird damit abstrahiert. Kritisch zu hinter-
fragen ist hierbei, inwieweit die Voraussetzung eines im Zeitablauf identisch
wiederkehrenden Produktions- und Absatzgeschehens auch in der Realitiit be-
obachtet werden kann.39

Das Modell gestattet keine Beriicksichtigung von Kapazitdtsbeschrankungen,
wie z.B. beziglich beschrinkter Fertigungs- und Transportkapazititen. Es
kann dabei konstatiert werden, daB das Ergebnis eines realen Planungspro-
blems sehr wohl darin bestehen kann, daB die zur Verfiigung stehenden Kapa-
zitdten bei weitem nicht ausgenutzt werden. Inwiefern dieser Sachverhalt aber
bereits als Pramisse der Modellformulierung gerechtfertigt erscheint, ist als
problembehaftet zu bezeichnen 40

Im Modell werden jeweils nur fiir eine Produktart eines Fertigungssystems iso-
liert die optimale Fertigungslosgrofe und die Transportlosgréfen bestimmt. Es
erfolgt damit keine explizite Betrachtung weiterer Produkiarten sowie der
zwischen den Produkten existierenden Interdependenzen. Insbesondere zu
nennen ist hierbei die Vernachlissigung des Lossequenzproblems. In bezug
darauf kann eine isolierte Fertigungs- und TransportlosgroBenplanung zu
einem nicht realisierbaren Produktionsplan fithren, weil im Fertigungssystem
nicht itberschneidungsfreie Maschinenbelegungspléne vorliegen.4!

Das Modell beriicksichtigt keine signifikanten Riist- und Transporizeiten. Es
1aBt sich feststellen, daB der Produktion eines Fertigungsloses auf einer Stufe
eines Produktionssystems stets ein Riistvorgang vorausgeht und sich der Fer-
tigstellung jedes Transportloses ein Transportvorgang zu der nachfolgenden

39

40

41

Ein dynamischer Modellansatz, der sich mit der aufgeworfenen Problematik auseinandersetzt,
ist nach dem Kenntnisstand der Autoren in der Literatur nicht verfiigbar. Weitere sich mit der
TransportlosgroBenproblematik beschaftigende Quellen liegen auf dem Gebiet der Ablauf-
bzw. Reihenfolgeplanung vor. Vgl Glass/Gupta/Potts, Lot Streaming, 1994 und die dort ange-
gebene Literatur.

Zur Beriicksichtigung restringierter Transportkapazititen vgl. Szendrovits, Comment, 1978,
Goyal, Alternative Approach, 1978 und Goyal/Szendrovits, Lot Size Model, 1986.

Vgl. zu dieser Thematik Szendrovits/Truscott, Manufacturing Cycle Time, 1989.
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Stufe anschlieBt. Allerdings kénnen die beiden genannten Zeiten relativ klein
sein, so daB sie fiir die Modellformulierung keine Signifikanz besitzen. Eine
mit den im Arbeitsbericht entwickelten Ansitzen generierte Losung ist somit
nur bei insignifikanten Riist- und Transportzeiten aussagefahig.42

e  Das Modell bildet einen linearen ProduktionsprozeB ab. Es wird den haufig
vorzufindenden vernetzten Fertigungsstrukturen damit nicht gerecht.

Die formulierte Modellkritik macht deutlich, daB eine Reihe von Maglichkeiten be-
stehen, die Modelle zu erweitern. Bei vollstindiger Giiltigkeit der definierten Mo-
dellpramissen konnen die betrachteten Planungsansitze allerdings Gestaltungsalter-
nativen der Fertigungs- und TransportlosgroBenplanung darstellen, womit es gelingt,
die logistischen und produktionsplanungsspezifischen Interdependenzen richtig ab-
zubilden.

42 Vgl. dazu Truscott, Scheduling Production, 1985 sowie Truscott, Capacity-Constrained
Transportation Activities, 1986.




Anhang A

Bestimmung der zeitgewichteten Lagerhaltung

Innerhalb dieses Abschnittes wird explizit auf die Herleitung der Bestimmungsglei-
chungen der zeitgewichteten Lagerhaltung eingegangen. Die beiden analysierten La-
gerfalle werden dabei getrennt betrachtet.

A 1 Staulagerfall

Im folgenden werden die in Kapitel 2 angegebenen Flachen ausmultipliziert und an-
schlieBend unter Zusammenfassung gleichartiger Ausdriicke zur Ermittlung der Be-
stimmungsgleichung fiir TPIS, herangezogen.

(
X X 1
Aj=|tpz - } (tDLZ_ - }'Xp,s Figes G-1
\ Xp s+l Xp s+l 2
¥ps _x Xps
=|tpLz ~ tpiz =~
ps+l Xp.sH
X X X X
_ a2 P, ps _ X ps X pss
"tDLZ'T__'tDLZ'____‘z"tDLZ e 3
Xps+l Xps+l (xp s+|)
X X X
2 P ps X p.s -
AI _tDLZ -X tDLZ ‘;——'l‘—' 3 A 1
p,s+l (xp,s-rl)
.
X X X
Az =[“—+ —tprz |- [tDLZ_ J'xp,s G-2
Xps Xps+l , Xp.s+l

3 X
X X L
=] —— _t‘DLZ- = tDL.Zx ,S_XI

Xps Xpstl / Xps+l
Xpa .2 % 2 *ps Xp.s
=X-tprLz +'K.'tD]_z- -ip .X‘Pﬁ_ - X" - 3 +X'1DL2_-X
Xp.s+l Xpstl (xp,s+1) p.stl
& 2 % 2 *ps A2
A21=x'tDLZ +2'X'tDLZ_' —tDLz-xp,s— R 3
Xp,s+l Xp,s+l (xp s+1]



Anhang A 50

X X X X 1
A =(—*—+ "tDLZ]' (tDLZ _"_}'xp,sﬂ _(tDLZ - )-xp,s Y G-3
Xps Xps+l i Xps Xpstl
X X Xpstl X Xpsil ¥ps _x Xps
=(——+ -tm.z]' [tDLZ' *=r=s ~| oLz R
Xps  Xpstl i 2 2 Xps z Xp s+l
X Xps+l  x 2 Xp,s+] x2 Xp.s+l 2 1 x Xp.s+l
s L A AN~ _— +—-ipL 7 -———
2 J\pys 2 2 2 {xp 5)2 2 Kp’s 2 XP’S
X X Xps 2 Xps x> 1 x> Xps X Xps
—5 oz ~5ctprz o Hipz LT i A
Xps+l 2 Xpsn 2 (Xp ?s+1) Xpst+l
Xpstl 9 Xpstl & Xpsrl X2 | Xps
Ap =x-tnLZ———-tp1 7 e e L AT +
kp,s 2 & (x ) 2 XP’S Xp’5+1
p.S
2 2
X X 1 X X
+th 2 - 2’5 o RS A-3

2 T 2 ("p,su)z

1
p:s P:s

X Xpstl x XpsHl
=Lz = ‘| tpLz - Ty
XP,S X

p.s
iy e X Fee X Xpsn X0 Xpad
2 2 X 2 X 2 2
ps ps (xp)
2
X X X
= p.s+l ps+l | X p.s+l "
A3—IDLZ' —X'1DLZ'—-—+—2—--——{ A-4
ps (xp’s)

Die zeitgewichtete Lagehaltung resultiert aus der Summation der vier defimerten
Flachen. Daher gilt:

T:PIgL=h1+A21‘+‘A22 +A3 G-5

Wenn jetzt die berechneten Werte der Flichen (A-1 bis A-4) in G-5 eingesetzt und
die separaten Ausdriicke dergestalt geordnet werden, so daf sich alle in mnden
Klammern gefaften Terme zu null ergeben, dann 148t sich TPIS wie folgt angeben:
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G _{,2 *ps .2 2 xps
TPIg], -{tmz "5 T tDLZ “Xps +iDLZ "2— +

F

X X X
'{'x"DLZ RE +2-x-tpr7 - L -X-pLz7- pas)_"

Xp.s+l Xp,s+l Xp,s+l
XX _Xps 2 %ps x> Xps
H—= - X Fi— +
4 (xP,s+l]2 ( Xp,s+l ]2 2 ( Xp §+1)2

p) Xps+l 9 Xp.s+l Xp.s+l Xp.s+
+[“£DLZ' 5 +1ipLz 2 + x'tDLZ'X —X-tprz - +

x* Xp.s+l x2 Xp,s+l 5 3 1 X 1 X 1
s : . . . .
2 (xp,s) 2 (xp,s) Xpstl 2 Xps 2 Xps+)

Aus den verbleibenden Termen ergibt sich als zeitgewichtete Lagerhaltung fiir ein
Staulager:

2
TPISGL =x-tDLz-x—b-[-——1—-+ : J G-9
Xps Xps+l

A 2 ZerreiBlager
Zur grafischen Veranschaulichung der nachfolgenden Berechnungen dient die Ab-
bildung 11.

A
L
q? ........................
& . 1\)22
Qi =ahgn [l T
D3 Dl ’
tp,s Lot (qg)
tp,s+l
tprz

Abbildung 11: Zeitgewichtete Lagerhaitung im Zerreifilagerfall fir drei Transport-
lose nach GOYAL
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Die Abbildung 11 illustriert beispielhaft den Lagerbestandsverlauf eines aus drei
unterschiedlich grofen Transportlosen bestehenden Fertigungsloses fiir ein Zerreifi-
lager. In Analogie zu dem bereits betrachteten Staulagerfall gilt auch hier, daB der
dargestellte Verlauf kennzeichnend fiir ein ZerreiBlager ist und daher keine Abhén-
gigkeit von der Anzahl der Transportlose aufweist. Fiir den jetzt vorliegenden Lager-
fall bezeichnen die dick eingerahmten Flichen D; bis D; die zur Bestimmung von
TPIS; zu berechnende Flache. Zunichst ist es notwendig, die genannten Flichen zu
definieren. Daran anschlieBend werden die fiir die Flichen D, bis Ds; erhaltenen
Terme wiederum ausmultipliziert und nachfolgend unter Zusammenfassung gleich-
artiger Ausdriicke zur Ermittlung der Bestimmungsgleichung fiir TPIS verwendet.

Unter Nutzung der Relationen t, =x/x, s und t, .. =x/X, s+1 ergibt sich fiir D; bis D;:

X 1
D, = [tDLz = —} ' [tDLz = -x—] XpsH |'o A-5
\ Xps/ Xps 2

v v

tps+1(43)=tDLZ~tp s 3=} in

X Xpstl X Xps+l
=|tpLZ ~ |tz Ty
Xp,s Xp,s

X X 2 x
) p.s+l ) p.stl + X p.s+l A-6

x X x
Dy =(—+ ‘tDLZ]' [tDLz - }'xp,s—i—l A-7
Xps Fps+l Xps

~

tpstips+1-1DLZ q§=qiﬁn

X X Xp,s+l
=[——+ —tDLZ.J'(tDLZ "Xps+l ~X- J

xpss xpss+]' xp,s
Xps+l 2 2 Xps+l x> Xps+l
=x-lpLz - +X-tppz — DLz “Xps+sl — X ° 5 P xipLZ
Xps ' X ) Xps Xp.s
’ ps
X 2 X
psHl 2 X 2 "pstl A-8

Dy =x-tpyz +2-x-tpLz - —tDLZ *Xps+l ~

*ps Xp.s (xp,s)
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i3
X x X X 1
D2 =[ - —tDLz] : (tDLZ B }Xp,s “(IDLZ . ]'Xp,s-i-l S A-9
xpss }tp,s+] |_ xpsg+l Ap’s
'-p,s+1p,s+l“DLZ qT_qg
.
X X Xps x Xps Xpstl X Xps+l
=[_ += “tDLZJ' [tDLZ' 7 2 % —|tpLz - 5 2
Xps Xps+l | 2 Xps+ Xps
x X Xps 2 *ps 2 1 x Xp,s Xp.s
=—ipLZ +—-pDLZ" -t ———— - +—-1 =
5 D ; 'DLZ Xp,s+] DLZ "~ " Xps+l 2 (xp s+1)2 2 Xp,s+l
: 2 x 2 X
X Xp,s+1  x 2 Xps+l x* Xps+l x 1 x p.s+1
-—ApLZ - ———-—1DLZ +1Ty 7 - ; +— -=t :
2 Xp,s 2 DLZ ™ 3 2 (Xp 5]2 2 %ps 2 Xp,s
2
X X 1 X Xps Xps+l
2 P.s X P 5
D22 =X-tprz- -t '—'i*——-—i—' ——2—- —x-1ipiz +
xp,s+1 Xp,s+1 (xp,s+1 ) pss
%
+t%)LZ . p.s+l X . p.s+l 5‘_ 1 A-10
2 2 ( ) 2 xpg
Xps ’
X X 1 A"‘l 1
D3 =Itprz - ‘|{toLz - ‘Xps '
Xp.stl Xp.s+l 2
IDLZ~tp s+1 q
Xps x ¥ps
=|tpLz - |tz 5
Xp,s+l Xp.s+l
2 Xps X Xps X Xps . X Xp.s A-12
Ds =thiz =3 tmiz Ty T T
Xpstl p.s+l (xp ,S+1)

Die zeitgewichtete Lagerhaltung ergibt sich wiederum durch Addition der vier ange-
fithrten Flichen A-6, A-8, A-10 und A-12. Demzufolge gilt auch hier:

TPIS; =Dy + Dy, +Dys + D3 A-13

Werden jetzt die ermittelten Ausdriicke der Flachen Dy bis Ds (A-6, A-8, A-10, A-
12) in A-13 eingesetzt und die einzelnen Terme dergestalt geordnet, so dab sich a]l.c
in runden Klammemn gefabten Ausdriicke zu null ergeben, dann folgt daraus fur
TPIG, :




Anhang A 54

G 2 st1 .2 2 Xpstl
TP12L=[tD —tDLz “Xpgi1 +iDLZ - — J
Xps+l Xp s+l Xp.stl
+(—X Iprz +2-x-ipp7 - ——k ipLz i }'l'
Xps ps Xps

X X X X
*{—tzm.z '——2’5 +thiz .__1;,5% [X'tDLZ‘ B2 —x-tppz -—= ]+

Aus den verbleibenden Termen resultiert zundchst als zeitgewichtete Lagerhaltung
fir ein ZerreiBlager:

2
TP]%J:X-IDLZ*L{L-in 4 ] A-14
2 XP’S XP=s.h1

Die Durchlaufzeit eines gesamten Fertigungsloses bezogen auf das in der Abbil-
dung 11 betrachtete Stufenpaar ergibt sich zu:

tpLz =tp,s+1 (qg) + tp,s A-15

H]

Mit t,4,1(q3) = :Mm und t =% 1aBt sich obige Gleichung wie folgt darstellen:
p.s+l Xps

x -
IpLz = 9 Min +— A-16
Xpstl  Xpgs

Wird nun die Durchlaufzeit in A-14 durch A-16 ersetzt, so ergibt sich als Bestim-
mungsgleichung fiir TP, :

2 1
TP, = x- Qg -— +§_.[Lﬂ ] G-10



Anhang B
Nachweis der Konvexitiitseigenschaften

Im Rahmen dieses Abschnittes werden die relevanten Konvexitatseigenschaften der

Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten bewiesen. Die Funktion K(x,M)
lautete:

S
s=1 max(Xp )s,s+1 2 \min(Xp)gs41 max(xp)s’s"‘l ’

: B
+Z(kR"s +kT§-ms)-;

s=1

G-17

{ma.x(xp }.s=s+] J w

min(xp) 41

A(@gnoms) = - fiir s=1(1)S G-13
max(xp)sjsﬂJ s B

min(xp)s,s-l—l
M:[m;,mz,...,ms}
p =%, < min [x,s]
PSS+l a 1<5<S Pis

In allgemeiner Form wird eine Funktion f(y) als konvex bezeichnet, wenn fur zwel
beliebige Punkte y; und y, sowie fiir alle A mit 0 < A < 1 die folgende Bedingung er-
fiillt ist:!

f(h-y; +(1=2)-y2)<A-f(y)) +(1-1)-f(y3) B-1

Beziiglich einer Funktion, die sich additiv aus einer beliebigen Anzahl von i=1, ..., 1
Einzelfunktionen zusammensetzt, gilt, daB ,,... die Summe von konvexen Funk-
tionen eine konvexe Funktion [ist].“2

Vgl Hadley, Programmierung, 1969, S. 112.
2 Vgl im folgenden Hadley, Programmierung, 1969, S. 115 und S. 137ff.
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Die angegebene Bedingung ist in allgemeiner Form in den nachstehenden zwei
Fillen gewahrleistet:

e Fy)= Zfi(y) ist konvex, falls alle Funktionen f;(y) konvex sind.

i=]

n
. F()'I:---»Yn)zzfi()'i) ist ebenfalls konvex, wenn alle Funktionen f;(y;)
=1

konvex sind.
B-2

Anhand der bisherigen Ausfiihrungen kann festgestellt werden, daBl eine Unterschei-
dung in die beiden betrachteten Variationen des Planungsansatzes beziiglich der Be-
riicksichtigung einer identischen Transporthdufigkeit bzw. stufenbezogener Trans-
porthdufigkeiten nicht notwendig ist. Fiir die sich anschlieBenden Betrachtungen ist
es damit ausreichend, den Fall stufenbezogener Transporthdufigkeiten zu analysie-
ren. Die erhaltenen Ergebnisse sind damit vollstindig auch auf die Beriicksichti-
gung einer identischen Transporthdufigkeit tibertragbar.

B 1 Beweis der Konvexitit fiir einen gegebenen Vektor der Transporthaufig-
Keiten

Fiir den zu fithrenden Nachweis sind alle Elemente des Vektors der Transporthéu-
figkeiten als konstante Planungsparameter anzusehen.

Im weiteren Verlauf diecses Beweises werden zur besseren Ubersichtlichkeit der
Darstellungen die folgenden Vereinfachungen verwendet:

S 5
A -B
C‘:Z CLs - As(@Min-Ms) +l[ : 1 _ 1 ]‘CL,S'B
e ma.x(xp)sysﬂ 2 mm(xp)s,s“ max(xp)S,sﬂ

S
B= (kps+krs ms)-B

s=1

Die Konvexititsbedingung B-1 besitzt fiir die Kostenfunktion G-17 die Struktur:

K[Z-x) +(1- 4)-x3]< 4-K(x1) +{1- 2) - K(x3) B-3

Es sind somit die erforderlichen Funktionen zu entwickeln.

1
e _ B-4
K[A-x) +(1-2)-xp = (A3 +(1-1) - xy) T a-nx) "
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l-K(x1)=L-x1-a+l-—1~-|3 B-5
X
(1= 1) Kitieg) = (B oxg scxsb (= Ao =B B-6
X2

Werden jetzt B-4, B-5 sowie B-6 in die Ungleichung B-3 eingesetzt und des weite-
ren auf beiden Seiten der Ausdruck (A-x;+(1-2)-x5)-a subtrahiert, dann ergibt

sich:

1 1 |
Bt A= Sy ns] s B-7
(A-x3+(0-2)-x2) B<( X1 +(1=4) Xz] &

Die Division beider Seiten der obigen Ungleichung durch B fithrt zu dem nach-
stehenden Ausdruck, der noch wie aufgezeigt, umzuformen ist:

1 1 ]
Lot B e ;
o gy M Fx
=1 <A+{l=a)-=L x
TR TR b2
2% <A-%9 +(1-A)-x, b(A-x; + (1= 2)-X3)

(A-x;+(1-2)-x3)
2 2 2 2
X]'Xzs./q- -xl-x2+i-(l-—l)-x2+1-(l—l)-x1 +(1'-;{) "X1 X2
2 - 2 2
X) Xg SAT Xy X9 +A-(1-A)-x3 +A-(1-4)-x]
+Xy - Xg +112'X]‘X2-'2'/?-'X]'X2 |-K1‘}[2
0<A-(1-4)-(xF +%3)+2- 22 -x1 -X5 =2+ 4%} - X3
2 2 g 2
021-(1—-2)-(3’.1+x2)+2-x1-x2-(,1 ~A)
2 2 2
05/1'(1—11)'(121 +X2)"'2'KI X2 '(l—ﬂ )
0A-(1-A)(xF +x3)—A-(1-A)-2-%; " X5
0<A-(1-A)- (% —x2)> B-8

Die Ungleichung B-8 besitzt fiir 0 < A < 1 stets Giiltigkeit. Demzufolge gilt, dab die
untersuchte Kostenfunktion G-17 fiir einen gegebenen Vektor der Transporthaufig-
keiten einen konvexen Verlauf hinsichtlich x aufweist.



58 Anhang B

B 2 Beweis der Konvexitit fiir eine gegebene Fertigungslosgrofie

Fiir den Beweis ist es ausreichend aus der Gesamtkostenfunktion G-17 die Teilfunk-
tion:

+kTS.mS.-— G—25
max(Xy ) s s+] s ’
max{xp)s,s_‘_l 3 £_._1.:'__’_] =]

mi-n(xp )s,s+]

einer Analyse zu unterziehen.3

Auch fiir diesen Nachweis werden zur iibersichtlicheren Gestaltung der Beweisfiih-
rung die nachstehenden Vereinfachungen verwendet:

X-C 4 m_l -B
o min(Xp) s s4] B

o= Beky,
max(xp)s,s-l-l * X

Die Konvexititsbedingung B-1 erhilt fiir die Teilfunktion G-25 die folgende Struk-
tur:

Hy[A-my +(1- 1) -mg <A -Hg(mg)+(1-4)-Hy(mg) B-9

In Analogie zu Anhang B 1 sind wiederum die notwendigen Funktionen zu definie-
Ten.

1
Hg[A mg +(1~2) - mg] = YT R -+ (hemg) +(1-A)-mg)-B B-10
[ max{-xp}s,sﬂ] s _1]

min(xp)s’sﬂ

A-Hy(mg)=1- : ‘a+A-mg P B-11

(max(xp)s,mrs‘ 5
m-iﬂ(xp )s,s+1

3 G-25 besitzt fiir alle s=1(1)S eine identische Struktur. Wenn demmach fiir genau ein s die rele-
vante Konvexititseigenschaft beziiglich G-25 gezeigt werden kann, dann folgt daraus, auf-
grund der in B-2 enthaltenen Ausfithrungen, daB ebenfalls die Summe aller S Gleichungen der
Struktur G-25 einen konvexen Verlauf aufweist. Weiterhin gilt, daB die anderen Terme der
Ausgangsfunktion G-17 unabhingig von den jeweiligen Transporthaufigkeiten sind. Bedingt
durch die additive Zusammensetzung der Kostenfunktion haben sie damit keinen EinfluB auf
die zu beweisende Konvexititseigenschaft.
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1
(max(xp)s,sn]msz B
min(xp }s,sH

Aus dem Finsetzen von B-10 bis B-12 in B-9 und der Subtraktion des Ausdruckes
(A-mg +(1-2)-mg)-p auf beiden Seiten der Ungleichung resultiert:

(1-2)-Hy(mg)=(1-1)- ca+(1-A)-mg -B B-12

1 1 1

a<l|a- +(1-4)- ’
[mx(xp)s'ﬁ_l](A-mslﬂl-—i)‘msﬂ l [max(xp)s,wl mg] : [msx(xp)5’5+1]msz .
min(Xp)s s+1 | min(Xp)s s+] min(Xp)ss+1 )
B-13

Die Division beiden Seiten von B-13 durch o ergibt die nachstehende Ungleichung:

1 2 A 4 (1-4)
[max(xp)s,s“}(.?.-msl“l'(l—l)-msz] 3 (max(xp)s,s-dq}mﬂ I [mu(xp)s’ﬁl]msz .
min(xp )s,s+l min(xp )s,s-l-l min(xp )s,s-f-l

B-14

Die Giiltigkeit der obigen Ungleichung wird im folgenden mit Hilfe einer grafi-
schen Analyse nachgewiesen.

Die einzelnen Terme von B-14 basieren auf der Funktion:

1
(ma"(xp)f-ﬁ“)m =
min(xp)sse1

Allgemeingiiltig zeigt die Abbildung 12 das Bild dieser Funktion.

max(Xp)gsi]

min(xp )ss+l

f(m) = mit:m>0 und >1
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f(m)

f(msl) R

2-£(my)+ (= A)- Flmgg) [+

f(A-mg+(1-4)-mg)
f(mg)

=

mg) .Z-msl-I-(l—-/?.)-msz mgy m

Abbildung 12: Beweis der Konvexitat fir eine gegebene Fertigungslosgrofe
Die Ungleichung B-14 kann unter Nutzung von f(m) wie folgt dargestellt werden:

flA-mg +(1-2)-mg]<A-f(mg)+(1-2)-f(mgy) B-15

Wie die Abbildung 12 verdeutlicht, gilt, daB B-14 fiir 0 < A < 1 jederzeit erfillt ist.
Damit ist gezeigt, daB die Funktion G-25 fiir einen gegebenen Wert der Fertigungs-
losgroBe einen konvexen Verlauf beziiglich m besitzt.



Anhang C
Herleitung von Bestimmungsgleichungen

In diesem Abschnitt werden grundsitzlich die zugehdrigen notwendigen Optimali-
tatsbedingungen beziiglich der in Kapitel 2 angegebenen Bestimmungsgleichungen
der jeweiligen Enscheidungsvariablen aufgefiihrt.

Die Funktion der entscheidungsrelevanten Kosten ergab sich zu:

’ oy max(x P )s,s+1 2 | min(x p )s,s+l max(x P ]s,s+'l ?
> B
=+ Z(kR’s +kT,S ’ ms)-;
s=1
G-17
mit:
[mal’i(xp)srs_'_l) ~1
min{x
A (G}, my)= Wpluse - fiir s=1(1)S G-13
(maX(xp)s,an ; s
min(xp)s,sﬂ

In allgemeiner Form lautet die notwendige Bedingung fiir die Ermuttlung des Opti-
mums einer Funktion f(y):

&, C-1
&

Die hinreichende Optimalititsbedingung ist fir die Funktion f(y) stets erfiillt, wenn
sie konvex ist. Beziiglich der aus der Kostenfunktion K(x,M) abgeleiteten Bestim-
mungsgleichungen wird an der entsprechenden Stelle des Kapitels 2 auf den rele-
vanten Konvexititsbeweis verwiesen.
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a) Notwendige Optimalititsbedingung fiir die optimale FertigungslosgroBe bei
einer fiir alle Stufenpaare identischen, gegebenen Transporthiufigkeit m

S
é‘K(x,m)_z cL,s‘As(q;ﬁnam)‘B_l_l [ 1 I ] cL.B
-~ = s - el . ,S- il
& e max(X ) 541 2 \min(xp)sg  max(Xp)ssi
S |
B !
—Z(kR,S+kT,S'm)'_2=0
X
s=1

C-2

b) Notwendige Optimaltititsbedingung fiir die optimale FertigungslosgroBe bei
einem gegebenen Vektor der stufenbezogenen Transporthiufigkeiten M

S
éK(x,M)_Z CLs As(@isin,me) B ] ( 1 ] ] or B
= L2 - = cps-B|-
X = max(Xp)s g4 2 \min(xp)sqy max(Xp)ssq
S f
B
- D (kR +ksoms)-—=0
X
s=1
C-3

c) Herleitung der optimalen. reellwertigen stufenbezogenen Transporthaufigkeit
mgopt fiir eine gegebene Fertigungsiosgrofe

Die notwendige Optimalitatsbedingung lautet:

[[ max(xp)s,s—HJ -1 -In( mx(xp)5’3+1J .[mﬂx(}(p)s,5+]]ms
&K (x,M) _ by B min(Xp)s s+] min(Xp)ss+] ) | min(xp)s s+1 [ x-cL 5B J;
Ang ST _—_— mg 2 max(Xp)s s+l
[ P s,s—i—l] 1
L min(Xp)g s+1
C-4

Im weiteren Verlauf der Herleitung werden fiir obige Gleichung die nach-
stehenden Vereinfachungen verwendet:

Z = [max(xp )s 541 Jms L.= [._max(xp )sst1 ]
min(x P )s,s+l ; min(x P ) 5,5+1
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63
Unter Nutzung der Vereinfachungen 1aBt sich C-4 wie folgt darstellen:
K(x.M B Li-1)-In(L,)-Z X'Crs'B
___(’f=__)=k,r‘s___ ( s ) 25 s | L.s -0 |:B
ang X (Zy-1) max(xp)s,sﬂ
.—_kTS-..I_— (Ls—l)-ln(Ls)-Zs : X‘CL,S -0 -max(xp)s!s‘ﬂ
" ox (Z,=1)* max(Xp)s 41 ‘X

(Ls—n-ln(hs)-zs}.cu.xz=o (2, ~1)?
J s

= kT,s : max(xp)s,s«kl _l:
(Zs~1?

=k max(xp)see - (Z5 —2-Zg+1) ~(Lg —1)-In(Lg)- Z - cp 5 - x> =0

2-kT g -max(Xp)s s+ +

2
=kt g -max(xp)s s+ Zs — Zg* +k7 5 max(xp)ss41 =0
? Ls-D-il)epsx*| T

KT,s maxX(Xp)s s+l

— - - - 2
KoM gz g [ Qe e |
dng Ktyg- max(xp )ss+1

Wie die bis jetzt durchgefithrten Umformungsschritte beziiglich B-4 aufzeigen, ist
diese Gleichung anhand der gewihlten Vorgehensweise nicht direkt nach m, auflos-
bar. Bevor die Moglichkeit besteht, die entsprechende Auspragung zu ermitteln, ist,
wie aus dem letzten Umformungsschritt hervorgeht, zunéchst der Wert Z zu bestim-

men. Die Z, enthaltende Gleichung stellt eine quadratische Gleichung in Normal-
form dar.

Demzufolge berechnen sich die relevanten Auspragungen von Z, mit:4

[[max(xp)sssﬂJ _ 1} .ln[max(xp)s;ﬁl ) i . -
min(xp g er1 min(xp)ssei)

kT -max(xp)s s

Y. =2+ G-23

s

4 InY,ist fiir L , wieder der Ausgangsterm eingesetzt.
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mit:
2
Zs_:_gs_._ E__]_
2 u 4
2
ot 2 621

Der Wert Z7 ist deshalb der fiirr die weitere Losung relevante Wert, weil Z; stets
Auspragungen annimmt, die <1 sind. Damit wiren allerdings, wie die anschlieBen-
den Rechenschritte verdeutlichen werden, negative Werte hinsichtlich der opti-
malen reellwertigen stufenbezogenen Transporthdufigkeit fiir eine gegebene Ferti-
gungslosgroBe verbunden.

Wird jetzt G-24 zur Ermittlung der optimalen reellen stufenbezogenen Transport-
haufigkeit fiir ein gegebenes x genutzt, dann ergibt sich gemif der oben getitigten
Vereinbarung fiir Z; :

m
7+ =[max(xp)s,s+t] ’

: min( Xp ) 5,5+1
Aus dem Logarithmieren beider Seiten der obigen Gleichung resultiert:

iy o 2

min(xp )s.s+1

Hieraus folgt als Bestimmungsgleichung der optimalen reellwertigen stufenbezo-
genen Transporthaufigkeit fiir ein gegebenes x:

In(Z3
msGopt(x) = ( ] fir s=1(1)S G-22
: [max(xp ) s,s+1 ]
min(Xy )g 541
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Beweis zur Bestimmung ganzzahlig optimaler stufenbezogener Transporthiu-
figkeiten fiir die vereinfachte Berechnungsvorschrift

Im Rahmen dieses Abschnittes wird nachgewiesen, daB sich die einem beliebigen
Wert einer stufenbezogenen Vergleichslosgréfie entsprechende optimale nicht ganz-
zahlige Transporthéufigkett stets unterhalb der Ausprigung m? +0.5 befindet.

Die Funktion H¢(m,) lautet:
e DB e B mit: 1 =20 py ey
max(xp)s,s_'_l [(Ls}ms _ 1:[ X mm(xp)5,3~+l
G-25
Thre erste Ableitung nach der Entscheidungsvariablen mg ergibt sich zu:
Hymg) _, B_ (Lg —1)-In(Lg)-(Lg)™s [ x-cps B J ca
omg S x ((Ls)ms _ 1)2 max(Xp)s s+

Fir den zu erbringenden Beweis ist des weiteren die Kenntnis der zweiten und dnt-
ten Ableitung der Funktion Hg(m,) nach mg erforderlich. Um die zweite Ableitung
von H(mg) zu erhalten, ist C-4 unter Nutzung der Quotientenregel nach mg zu diffe-
renzieren. Es ergibt sich:

52H5(m5) ) {(Ls)ms ~ 1]1 -In(Lg) .(Ls]ms ”(Ls)ms 9 _[(Ls)ms = I]-ln(Ls] _(Ls)ms (g1 Iy xeoLg- B

om?2 [ (Ls)ms . l]“ max(x: Jg s+l

[ (L™ -1]-2- ()™

== - ‘In(Lg) - (Lg)™ -a

| [ea™-]

(L, )™ -1 ”
=— _(_)___3_ 'ln(Ls)'(Ls) 5 .a

-1
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¢

mg
=ﬁ£5_)~__1_ -ln(Ls)-(Ls)ms-a

[eo-1]

PHy(mg) _|(Ls)™™ +(Ly)™

- 2
omy

‘In(Ly)- o D-1

[y -] | =5

Die dritte Ableitung der Funktion Hg(mg) nach mg resultiert, wenn D-1 wiederum
durch Anwendung der Quotientenregel nach mg differenziert wird.

[ fr e e ] |

&*H, (m,) _ ()
™ )™ ] fe)™ -] - @)™
-]

[ 1] o2 )™ - ™ (2™ )™

=9 -In(Lg)-B

]

12 (Le)*™s + (L) ™S 2 (L) ™S — (Lg)™s - 3-(Lg)>™ -3:(Lg)* ™

L [U‘s)ms - 1]4

63H5(m5) - {LS)}ms +4'(LS)2‘m5 +(Ls)ms

. -1

Es konnte bereits festgestellt werden, daB die Funktion Hg(m;) fiir einen gegebenen
Wert der Fertigungslosgrofe und demzufolge auch fiir jede spezielle Auspragung
einer stufenbezogenen Vergleichslosgrofe einen konvexen Verlauf beziiglich mg
aufweist (vgl. Abbildung 4). Formal gibt die Gleichung C-4 diesen Sachverhalt
wieder. Sie resultiert fiir einen gegebenen Wert der stufenbezogenen Vergleichslos-
groBe bis zum Erreichen der korrespondierenden optimalen reellwertigen Transport-
haufigkeit in negativen Anstiegswerten, in dem entsprechenden Punkt liegt eine
Steigung von null vor und nach dem Uberschreiten der genannten Auspragung treten

‘In(Lg)-P

-In(L;)- B

D-2



Anhang D 67

positive Anstiegswerte auf. Die Steigung von Hg(mg) 1st hierbei eme monoton
wachsende Funktion. Dies 1st deshalb der Fall, weil D-1 unabhingig von dem be-
tracheten Wert der Transporthaufigkeit stets positive Auspragungen annimmt. Da
allerdings D-2 fiir den jeweiligen Wert der Transporthaufigkeit immer negative
Funktionswerte erbringt, gilt, daB die Steigung der Funktion Hg(my) in Richtung zu-
nehmender Werte von mg abnimmt. Zur grafischen Veranschaulichung der beschrie-
benen Problematik dient die Abbildung 13. Sie illustriert den Verlauf des Anstieges
von Hg(mg) in Abhéngigkeit von den Auspragungen der Transporthaufigkeit.

ﬂ-ls{ms)*
ang
H g (myg)
am
m$ mgwl
0 L 1 - | 1 1 1 1 1 1 1 L 1 ] L L 1 1 1 L 1 _b

y

/

Abbildung 13: Verlauf des Anstieges der Funktion Hy(mg) bei Beriicksichtigung
stufenbezogener Transporthaufigkeiten

Die Abbildung 13 zeigt in Verbindung mit den vorhergehenden Ausfithrungen auf,
dal die zugehorige optimale recllwertige Transporthaufigkeit fiir einen konkreten
Wert einer stufenbezogenen Vergleichslosgrofe stets niher an mf liegt als an
m® + 1. Somit befindet sie sich unabhingig von der betrachteten VergleichslosgroBe
immer unterhalb von m& +05. Damit konnte die Richtigkeit der vereinfachten Be-
rechnungsvorschrift zur Bestimmung ganzzahlig optimaler Transporthaufigkeiten
nachgewiesen werden.
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